Mathématiques M1

Série 1

Ex 1 - La droite n’étant pas verticale (...), on a I’équation y = ax + b avec a et b &
déterminer. Comme A et B appartiennent a la droite, on a le systéme

l=—-a+b
5=a-+b

Par conséquent, b = 3 et a = 2, donc ’équation est y = 2z + 3.
La droite passant par D et dirigée par @ est déterminée par les points (z,y)
vérifiant le systeme

=345t
y=243t

donc I'équation by = 3x + 1. Ainsi le point d’intersection des deux droites €2 de
coordonnées (z,y) vérifie le systéme

y=2xr+3
5y =3x +1
On résout, et on trouve 2 = (-2, —1)

Ex 2 - Si 'on remarque que BA.BC = 0, on a tout de suite que l'aire du triangle
(ABC) vaut BA.BC/2 =5/2.

Sinon, on peut plonger le plan dans espace (par exemple, tous les points (x,y)
deviennent (x,y,0), et écrire que :

-1 1 0
Aire = |[ABAAC| 2= 2 || 3 |l/2=1I| o |ll/2=5/2
0 0 -5

On remarque alors que 'on a fait le calcul de la formule : |det(ﬁ.m)\ /2.

Ex 3 - Nous pouvons supposer, quitte & changer de repere (orthonormé), que
A =(0,0), B=(1,0)et C = (a,b), avec b # 0 car ABC n’est pas plat. La médiatrice
M; de [AC] est normale au vecteur AC et passe par Iz = (a/2,b/2) milieu de [AC],
donc M = (z,y) appartient & la médiatrice de [AC] ssi IzM.AC = 0, soit

M :y = —az/b+ a*/(2b) + b/2

La médiatrice My de [BC] est normale au vecteur BC et passe par le point 4 =
((a+1)/2,b/2) milieu de [BC], donc M = (x,y) appartient & la médiatrice de [BC]
ssi IAM.W = 0, soit

M :y=(1-a)z/b+ (a®* —1)/(2b) + b/2

La médiatrice M3 de [AB] est elle verticale car normale & (AB), et passe par (1/2,0)
milieu de [AB], donc
Mz :xz=1/2



L’intersection H de M7 et M5 est donnée en résolvant le systeme a deux équations
et deux inconnues donné par les équations de M; et M. On trouve que ’abscisse de
H est xy = 1/2, donc H appartient & M3 et les trois médiatrices sont concourantes.

Ex 3 bis - Nous pouvons supposer, quitte & changer de repere (orthonormé), que
A=(0,0), B=(1,0) et C = (a,b), avec b # 0 car ABC n’est pas plat. La médiane
D; qui passe par C passe donc par (1/2,0), milieu de [AB]. La médiane D qui
passe par A passe par ((a + 1)/2,b/2), milieu de [BC|. Enfin, la médiane D3 qui
passe par B passe par (a/2,b/2), milieu de [AC]. On recherche les équations des D;
(1 <4 <3), on trouve :

Dy : z=ay/b+1/2 (b#0)
Dy : z=(a+1)y/b
Dy : z=(a—1)y/b+1

Soit P = (z,y) V'intersection de Dy et de Dy, alors P = ((a+1)/2,b/2) (on résout le
systéme & deux équations et deux inconnues Dy, Ds). On voit alors que P appartient
a D3 (on remplace les coordonnées de P dans 1’équation de D3. Par conséquent, les
trois médianes sont concourantes.

Ex 4 - Nous pouvons supposer, quitte & changer de repére (orthonormé), que
A=(0,0), B=(1,0) et C = (x,y), avec y # 0 car ABC n’est pas plat. La hauteur
H, qui passe par B est normale au vecteur AC = (a,b), donc M = (z,y) appartient
a Hi si et seulement si BM .E, donc I’équation de H; est

Hy:y=a/b(1—2x)
La hauteur Hy qui passe par A est normale au vecteur BC = (a —1,b), donc
Hy:y=(1-a)z/b

Le point d’intersection H de H; et Hy est alors de coordonnées (a,a(l —a)/b). Or,
la hauteur H3 qui passe par C' est d’équation

Hs:x=a
Car la hauteur est verticale (perpendiculaire & (AB)). Par conséquent, on voit que
H appartient & H3 et que les trois hauteurs sont concourantes.

Ex 5 - 1) e Equation générale : y = ax + b (la droite n’est pas verticale). La droite
passe par A et B, donc on a le sytéme :

5=3a+0b
1=-2a+0
d’ott 5a =4 puis a = 4/5 et b= 13/5.
Ainsi I’équation de la droite est y = 4/5.2¢ + 13/5, soit
dz —5y+13=0
e Soit M = (z,y) appartenant a la droite. Alors AM i = 0, donc

-3 4
y—5 )\ -1
Donc 4(z — 3) — 1(y — 5) = 0, et ’équation recherchée est 4z —y — 7 = 0.
e la droite est donnée par {(z,y) = B + tu;t € R} soit :



r=-—-244t
y=1-—1

Puisz = -24+4(1 —y) =2 — 4y.

On a également : ¥ = (1,4) est un vecteur normal a @, et donc M = (z,y)
appartient a la droite si et seulement si B M. = 0, donc

T +2 1
y—1 )"\ 4
Soit 4+ 2+ 4(y — 1) = 0, et on retrouve 1’équation.

2) Cherchons un vecteur normal & la droite (AB), soit au vecteur BA = (5,4).
Ses coordonnées (x,y) doivent vérifier 5x+4y = 0. Par exemple ¢ = (4, —5) convient.
Cherchons le point C’ qui est sur la droite dirigée par ¢ et passant par C’. Cela
revient & charcher ¢t € R tel que C' = C' + tv € (AB), soit

5(1—5¢) — 4(1 +4¢) = 13

—_—
On trouve t = —12/41. Ainsi le vecteur CC’ = t¥, et la distance recherchée est la
norme de t¥ soit :

t.||T]] = 12/41.4/42 + (—5)2 = 12/41.V/41 = 12/V/41
On a également, avec la formule du cours :
d(C,(AB)) = (4% 1 =51+ 13)//42 + (-5)2 = 12/V41

3) Avec la longueur précédente, on peut facilement trouver laire du triangle :
base x hauteur/2 = AB x d(C, (AB))/2 = V41 x (12/v/41)/2 = 6

4) On sait que

CB.CA = CB.CA.COS(C_B),@)

et

det(CB,CA) = CB.CA.sin(CB, CA)
Alors en notant o = (CfB)7 071),

cos(a) = —1/4/(5)  sin(a) = —2//(5)

ainsi tan(a) = 2. Or tan™!(x) = arctan(z) donne la mesure d’un angle modulo 7
(arctan(tan®) = 0 + kn, k € Z), et une valeur dans [—m/2,7/2]. I'angle recherché
vérifiant cos(a) < 0 et sin(a) < 0, il se trouve dans [m,37/2], et donc il nous
faut ajouter ici 7 & la valeur trouvée. Ainsi la mesure de langle (orienté) « est
arctan(2) + m ~ 4,2487.

Rappel : arccos(z) € [0, 7] et arcsin(z) € [—7/2,7/2].

Ex 6 - On sait que S = base * hauteur /2. Donc 2S5 = base.hauteur = a.(b.sin~y).
Par conséquent, en multipliant par ¢, nous obtenons abc = 2S¢/ sin . Par permuta-
tion, nous obtenons les autres égalités du méme type. Avec la propriété des angles
inscrits dans un cercle, nous obtenons que sin @ = a/(2R), et donc toutes les égalités
sont vérifiées.

Ex 7 - Il suffit d’utiliser la regle de Chasles, CA=CI+TAet CB=C1I+1B.
Ensuite on utilise le fait que TA = IB = AB/2.



Ex 8 - On sait que b.c.cos(a) = AB.AC. Nous cherchons donc & prouver que
BC? = AC? + AB*> — 2AB.AC. Or BC = BA + AC, donc

BC? = BA% + AC? + 2.BA.AC

D’ou le résultat, puisque BA = -4B.
Ex 9 - G étant centre de gravité de ABC, on a :

AG+BG+CG=0

G’ étant centre de gravité de A’B’C’, on a :

G'A+GB +GC =0
@}Si, avec la ré_gl)e de Chasles :
AA" + BBi) CC’_} L .
= (AG+ GG + G'A) + (BG + GG + G'B') + (CG + GG + G'CY)
— 3G
Ex 10 - Si @ = (a,b) et ¥ = (¢, d), alors

44.7 = 4(ac + bd)

et

l(a+c,b+d)|]?> = |l(a—c,b—d)
(a+c)+(b+d)?—((a—c)+(b—d)?)
= a®> 4+ +2ac+b* +d* +2bd

—(a® + % — 2ac + b* + d* — 2bd)
= dac+ 4bd

1@+ 31* — [|@ — ¥l

On a bien 'égalité

Ex 11 - Cherchons une équation de la droite (AB). Elle est donnée par {(z,y,z) =
A+tAB;t € R} = {(z,y,2) = (1 —t,t,1)}, soit par le systéme d’équations :

y=1—=x
z=1
Cherchons maintenant un point C' tel que OC LABetC e (AB). Posons C' =
(u,v,w) (on remarque que OC = (u,v,w)). Alors, en sachant que AB = (-1,1,0) :

—u+v=0
v=1—u
w=1

D’ou C' = (1/27 ]‘/2ﬂ 1)7 et d(Oa (AB)) = H(1/27 1/23 1)” = \/3/72

Ex 12 - Théoreme de la perpendiculaire commune : Etant donées deux droites
D = (AB) et D' = (CD) non coplanaires d’un espace affine euclidien de dimension
3 de vecteurs directeurs AB = @ et CD = 17, il existe un unique droite A & la fois
orthogonale et séquente & D et D’. Elle est dirigée par v = 4 A o . La droite A est
appelée perpendiculaire commune & D et D’.

Si A coupe D en I et D' en J, alors IJ est la distance entre D et D’.

Or TJ est la projection orthogonale de AC sur Delta d’on :
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Ainsi

(AB A CD).AC
IAB A CD|

Ex 13 - Si @ = (u1, ug,ug), ¥ = (v1,v2,v3) et W = (wy, wa,ws), alors
U A (T A W)

V2W3 — V3Wwa
=uUAN V3w — v1wWs3

V1w2 — V2Wq

U2V1W3 — U2V2W1 — U3V3W1 + U3V1W3
= | UsV2w3 — U3V3W2 — UIV1W2 F U1V2W]
UIV3W1 — UV W3 — U2V2W3 + UV3W2
et (TAT) AT
U2V3 — U3V2
= U3v] — UIV3 AW
U1V2 — U2V1
U3V W3 — UTV3W3 — U V2Wo + U2V W2
= U1V2W1 — U2V1TW1 — U2V3W3 + U3V2Ws
UgV3W2 — UgV2W2 — UgV2W1 + U V3W1
On voit qu’il n’y a aucune raison que les deux vecteurs soient égaux en général. Voir
par exemple @ = (1,1,0), ¥ = (1,0,1) et @ = (0,0, 1). Cela signifie que le produit
vectoriel n’est pas associatif.

Ex 14 - 1) On cherche la valeur entre 0 et 7 d’un angle (non orienté), donc
0 = arccos(AB.AC/(AB x AC)) = cos™(21/v/14 % 42) = cos~1(v/3/2) = /6
2) Aire = |[AB A AC||/2 = ||(7,7,=7)||/2 = TV/3/2

Ex 15 - 1) e les éléments du plan sont donnés par I’ensemble
{(z,y,2) = A+ tAB + uAC; (t,u) € R?}

les coordonnées des points du plan vérifient donc les équations :

r=1-3t+2u
y=1+2t—-2u
z=1-—6t—5u

En exprimant ¢ et u en fonction de x et y et enremplacant dans la troisieme équation,
on trouve alors I’équation cartésienne du plan :

2z = 222 + 27y — 47

Autre méthode : AB et AC' étant directeurs, le plan passe par A et est normal
au vecteur @ = AB A AC = (—22,-27,2), donc les points M = (z,y, z) du plan
vérifient AM 15 = 0, soit :

—2(z-1)—-2T(y—1)+2(z—1)=-220 — 2Ty + 22 —47=0

e ici le systeme est



r=1+t4+u
y=1+2t+2u
z=5+3t—4u

et on trouve y = 2z — 1 (et z est donc quelconque).
Par la deuxiéme méthode, W = 4 A ¥ = (—14,7,0) et M = (z,y, z) appartient
au plan si et seulement si DM .10 = 0, c’est & dire :

14z -1)+7(y-1)+0=—-14x+Ty+7=0

et en divisant par 7 ’équation, on retrouve bien la méme chose.

e L’ensemble des points M = (z,y, z) du plan vérifient
AM.i=0

Soit (x —1) 4+ 2(y — 1) +3(z — 1) = 0, donc I'équation est x + 2y +32z —6 =0

e Le point M milieu de [AB] a pour coordonnées (—1/2,2,—2), et AB =
(—3,2,—6). On cherche I’équation du plan qui passe par M et dont AB est un
vecteur normal. On a alors :

“3x+1/2)+2(y—2)—6(2+2)=0
On obtient alors I’équation cartésienne du plan 4y = 6z + 12z + 35 (on a multiplié
par 2).

2) un vecteur normal au plan (ABC) est @ = (—22,—27,2). On cherche ¢ tel
que H = D + t soit dans le plan. C’est & dire (voir que c’est bien ¢a...) :

—22%1 2714+ 2%5+||w||*t +47 =0 donc ||w||*t = -8

Ensuite, la distance cherchée est ||wt|| = 8/||w|| = 8/v/1217.

Autre méthode, d’apres la formule du cours, c’est exactement le calcul que 1'on
vient de faire :

d(D,(ABC)) = | — 221 — 27 % 1 — 2 x5+ 47| /||| = 8/V1217

3) On a la formule
d(D,(AB)) = ||AB A AD||/||AB||

Faisons le calcul : |[AB A AD|| = /208 = 4y/13 et ||AB|| = v/49. Alors la distance
cherchée est 4.1/13/49.

4)Onaa= (ﬁ, @) = arccos(A—B).ﬁH/AB.AC) (c’est un angle non orienté,

donc dans [0, 7] que 'on cherche).
On trouve apres calcul oo = arccos(20/+/49 * 33), résultat laissé a la calculatrice.

5) Volume=1/6.[AB, AC', AD] = 4/3.

Ou Volume=1/3x Aire(ABC) xd(D, (ABC)) = 1/6x||AB AAC||«d(D, (ABC))
=1/6 %1217 x8/4/1217 = 4/3.

Ex 16 - 1) En notant AB :;,A—D) :i AL = E, on a, compte tenu des hypothese :
ﬁ:—f,ﬁ:@:f,ﬁ:f,C@:—f,ﬁD?:DjJFE:f—:‘,D_C‘:?
Al = AB+ Bl =i+1/2BC =i+ 1/2j, puis AH = AD + DH = j + k. Alors :



2) Soit M = (x,y, z), comme A = (0,0,0), AB = (1,0,0), AC = (1,1,0) alors :

T 1 0
AM ANAB =0 ssi y |IAl O )=120
z 0 0

Soit : y = z = 0 et x est quelconque : 'ensemble des points M cherchés est la droite
(AB).

1 T 1
AB A AM = AC ssi 0O IANl v | = 1
0 z 0
Soit 0 =1 et z = —1, ce qui est impossible. Donc ’ensemble des points M est vide.
2—3x —x 0
(MA+MB+MC)ANMA=0ssi [ 1-3y |A| =y | =] 0
—3z —z 0

Soit z =0, et = 2y : I'ensemble des points M est la droite (AI).

Ex 17 - 1) On peut utiliser les formules

it A D)2 = i? v2 sin? (i, )
||@.7]|* = @*.02. cos? (i, T)
Le résultat est alors immédiat.

2) et 3)On a par définition p = 1/2.(a + b + ¢). De plus, AB.AC = cb.cosa =
(b + ¢ — a?)/2 d’apres Ex 1.8. Alors d’apres la question 1), en sachant que S =
|AB A AC||/2, on obtient 4.52 + (b2 + ¢* — a2)2/4 = ¢®.b2, soit

16.5% = 42 — (b + 2 —a?)?

= (2¢b—b* — % +a®)(2ch + b* + ¢* — a?)

= @ )b+~ a?)

= (a=b+co)a+b—c)(b+c—a)(b+c+a)

= 16(p—b)(p—c)(p—a)p
D’ou le résultat. L’application numérique est laissée a la calculatrice.
Ex 18 - 1) Rappel : dans les coordonnées sphériques, R € [0,4o00], 8 € [0,27] (ou
[0,360[ deg) et ¢ € [0, 7] (ou [0,180] deg). Nous travaillerons en degrés. Alors

OA = (Rsin g1 cos 01, Rsin ¢ sin 6y, R cos ¢1)

OB = (R sin 2 cos O3, Rsin g9 sin Bz, R cos ¢3)
Si bien que
OA.OB = R2(sin 1 cos 61 sin g cos Oy + sin ¢y sin 6 sin s sin O + cos 1 cos pa)
2) Or, OA.OB = OA.OB. cos(OA, @) = R?cos o, d’on



cos o = sin ¢y sin o (cos By cos by + sin 6 sin b)) + cos @1 cos Yo

Soit
cos & = sin 1 sin @y cos(fy — B2) + cos 1 cos @

3) Rappel : les coordonnées données sur la Terre ne sont pas les coordonnées
sphériques. Il faut donc faire la ”traduction” des coordonnées :

B = (48N, 2E) — — > (6367,2,90 — 48) = (6367, 2,42)

A = (355,149E) — — > (6367,149, 90 + 35) = (6367, 149, 125)

. On peut alors faire le calcul :
cos @ = sin 125 sin 42 cos(147) + cos 125 cos 42 ~ —0, 88594222
La distance cherchée est alors (attention, ici il faut faire le calcul en radian!)

a * 6367 = arccos(—0, 88594222) * 6367 ~ 2,659 x 6367 ~ 16931, 88 km



Mathématiques M1

Série 2

Ex1-1)
lim Vzcos(1/z%) =0 = £(0)

>0
En effet, cos(1/2%) est borné, et lim, . ,~0 /2 = 0. Ainsi f est continue.

2) Six >0, alors f(z) =1, et si z <0, f(x) = —1. Ainsi, les limites & gauche
et a droite de f en 0 ne sont pas égales, ce qui signifie que f n’est pas continue en
zéro.

3)
lima, o f(x) = lima._oth(z?) = th(0) = 0

z<0 z<0
et

1
lima o f(2) = lima ., 2S3/T)

x>0 z>0 sin(y/x)
z—0

en effet, en 0, par valeurs positives, sin(y/z) ~ v/z, alors f(x) ~ v/ cos(1/z) — 0.
Par conséquent, les limites étant les mémes, la fonction est continue.
On peut aussi écrire :

f(z) = sir\l/_\x/i\/icos 1/2 — 40+ O

Ex 2 - 1) f n’est pas continue (voir les limites en les valeurs entieres).
2) g est continue (voir les limites en les valeurs entieres).
3) h est continue (sommes, composées et quotients de fonctions continues).

Ex 3 - Posons g(z) = f(z) — x, pour x € [0,1]. Si g(0) = 0 ou (respectivement
g(1) = 0), alors 0 (resp. 1) est solution. Sinon, (si g(0) # O et g(1) # 0), du fait que
f(z) € ]0,1] pour tout x € [0, 1], nous obtenons que g(0) > 0 et g(1) < 0. Comme f
est continue, g l'est aussi, et le théoreme des valeurs intermédiaires implique qu’il
existe ¢ €]0, 1] tel que g(c) = 0. Nous avons donc résolu 'exercice.

Ceci n’est plus vrai si f est discontinue. On peut par exemple prendre f(x) =1 si

x#1let f(1)=0.

Ex 4 - Notons a > 0 la longueur du trajet. Alors si 'on cherche la distance
sur ce trajet entre le village et le randonneur, elle est de 0 quand le randonneur
est au village, et de a quand il est au refuge. Notons 0 I'heure de départ, et 1
I’heure d’arriver (1 est vu comme 'unité de temps du trajet). On peut représenter
la distance parcourue par le randonneur par une fonction continue sur [0,1] du
temps :

Dans le trajet village — > refuge, par une fonction f qui vérifie f(0) = 0et f(1) =
Dans le trajet refuge — > village, par une fonction g qui vérifie g(0) = a

La question revient alors a : existe-t-il un ¢ dans ]0, 1] tel que f(t) = g(t)



Or, f et g sont continues, donc f—g est continue, et (f—g)(0) = —aet (f—g)(1) = a.
C’est le théoreme des valeurs intermédiaires qui nous donne la solution : il existe
t €]0, 1] tel que (f — g)(t) = 0, d’ou le résultat.

Ex 5 - Voir exercice 6.

Ex 6 - Soit f la fonction (continue) qui donne la distance parcourue par le cycliste
en fonction du temps. Alors f(0) = 0 et f(1) = 20. Chercher U'intervalle d’une
demi-heure revient & chercher ¢t (0 < t < 1/2) tel que f(t + 1/2) — f(t) = 10.
Posons h(t) = f(t+1/2) — f(t) — 10 pour t € [0,1/2]. Alors h(0) = f(1/2) — 10 et
h(1/2) =20 — f(1/2) — 10 = —(f(1/2) — 10). Si f(1/2) = 10, alors la solution est
donnée par t = 0 ou 1/2. Sinon, le théoréme des valeurs intermédiaires appliquée a
h (qui est continue) nous affirme qu’il existe ¢ €]0, 1/2[ tel que h(t) = 0, ce qui nous
donne le résultat.

Comme on parle ici en minute, nous pouvons supposer que f est définie sur [0, 60]
avec f(60) = 20. Ici on cherche ¢ (0 < ¢ < 57) tel que f(t+ 3) — f(¢) = 1. On pose
h(t) = f(t+3)—f(t)—1pour t € [0,57]. Alors h(0) = f(3)—1, h(3) = f(6)—f(3)—1,
... ,h(57) =20 — f(57) — 1. Par conséquent, Y h(37)y<;<19 = 0 (...). Alors si pour
tout ¢ € [|0..19]] h(3i) = 0, tout t = 3i (i € [|0..19]]) convient. Sinon, il existe au
moins un couple (i1, 42) tel que h(3i1) < 0 et h(3iz) > 0. Par conséquent, le théoreme
des valeurs intermédiaires nous permet de conclure qu’il existe ¢t €)3iq, 3i2( (non
orienté) tel que h(t) = 0, ce qui nous donne la solution.

Ex 7 - Par le théoreme des valeurs intermédiaires : Comme p et ¢ sont strictement
posififs, on a

P q .
ol O+ 5 F(1) € (£(0),£(1)) (non oriente)

Car ﬁ + ﬁ = 1. Or f est continue, donc le théoreme des valeurs intermédiaires

nous indique qu’il existe ¢ dans [0, 1] tel que

p q — f(¢
g0+ ) = (0

D’ou le résultat.

Autre méthode : Soit g(t) = (p+q) f(¢) pour t € [0, 1]. La fonction g est continue,
et vérifie g(0) = (p+ ¢)f(0) et g(1) = (p+ q)f(1). Si f(0) = f(1), alors on peut
prendre ¢ = 0 ou ¢ = 1. Sinon, ¢(0) # g(1). Supposons que g(0) < g(1), i.e. puisque
p et ¢ sont strictement positifs, que f(0) < f(1) ('autre cas se traite de maniere
similaire).

Prouvons que pf(0) + ¢f(1) € [9(0),g(1)] : c’est clair par ’hypothése que nous
venons de faire, grace au fait que p et ¢ soient positifs :

pf(0) +qf(0) <pf(0) +qf(1) <pf(1)+qf(1)

Alors le théoreme des valeurs intermédiaires affirme qu’il existe un ¢ € [0, 1] tel que
g(c) = pf(0) + qf(1), soit

pf(0) +qf(1) = (p+q)f(c)

Ex 8 - Comme f diverge vers —oo en —oo, il existe A tel que pour tout = < A,
f(z) < —1. En particulier, f(A) < —1. De méme, comme f diverge vers +oo en
+o0, il existe B (B > A) tel que pour tout z > B, f(x) > 1. En particulier,
f(B) > 1. Comme f est continue, nous pouvons utiliser le théoreme des valeurs
intermédiaires, pour affirmer qu’il existe ¢t €] A, B[ tel que f(t) = 0.
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Les fonctions polynomiales vérifient exactement les hypothéses précédentes. Donc
tout polynéme de degré impair a au moins une racine réelle.

Ex 9 - Nous supposerons toujours h # 0.

1) fW-FO) — % = |h| h=9 0, Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

h

2) {10 — REQUMZL — p(1/h) — 1/h. Or E(1/h) — 1/h w’a pas de limite
quand h tend vers 0, donc f n’est pas dérivable en 0.

3) f(h);f(o) =2+ h22$i:(h|2}z‘+h “209 donc £ est dérivable en 0 et f(0)=2

4) Si h >0, LSO — gin(p) =200,

Sih<0,wzcoshh*_’91.

Les limites étant distinctes, on en conclut que f n’est pas dérivable en 0.
5) w = hcos(1/h) 1200, donc f est dérivable en 0 et f(0) =0.
Ex 10 - 1) ¢ est dérivable sur R\{0, 1}.
2) 1 est dérivable sur R.

Ex 11 - Le volume du sapin de rayon de base r est 1/3.77250r = 507/3.73, et
donc sa masse est volume*densité= 0,8 * 507 /3 * r3. Si 'on considere que 0,8 est
en kg/ dm3, il faut prendre r en dm® pour avoir une masse en kg. La fonction qui
donne le rayon (en dm) en fonction du temps (en année) est donnée par r(t) = 0, 1¢.
Ainsi, la fonction qui donne la masse en fonction du temps est

m(t) = 0,8 % 507 /3 % (0, 1.t)*

La fonction qui donne la vitesse d’augmentation de la masse en kg/an est donnée
par la dérivée de m(t), soit

v(t) =0,8%50%mx0,1x%(0,1.t)2

Le sapin qui mesure 10 m a un rayon de 1/5 m soit 2 dm. Il a donc 20 ans, et la
vitesse de croissance de sa masse est v(20) ~ 50,265 kg/an.

Ex 12 - ]_) f/(x) = _CosxeSinwsin(esinm)
2

)
cos z cos(v/x) + 1/2.sinxsin(\/x)/\/T

7@ = 1/
3)

f(x) = (=32 sin(2®)In(1 + 2%) + M)(l 4 x2)605(x3)

- 14 a2
4)
rrN 14 cos?2z sinzcosz
=)= 3\/1%7(1 ¥ cos?z)2
5)
’ 1
fi(x)=1/8
Va/1+ Vo [1+ 1+

6)




Ex 13 - L’inégalité implique que f est continue (et méme uniformément continue)
sur R. Mais cela ne nous est pas utile. Elle implique également que f est dérivable
en tout point, et que sa dérivée est nulle en tout point. Alors f est constante.

Ex 14 - Entre les deux controles, la voiture a roulé sur une distance de 136 —128 = 8
km. Posons f la fonction qui donne la distance parcourue (en km) depuis le premier
contréle en fonction du temps (en heure). Alors f(0) = 0 et f(4/60) = 8. Cette
fonction est dérivable, et la dérivée est la fonction v qui donne la vitesse de la
voiture en fonction du temps. (On a alors v(0) = 80 et v(4) = 88). En appliquant
le théoréme des accroissements finis, on sait qu’il existe ¢ €]0,4/60[ tel que v(t) =
(4/60 — 0) 71 % (8 — 0) = 8% 60/4 = 120. Donc la vitesse limite a été dépassée entre
les deux ontroles. On remarque que les vitesses initiales et finales ne nous ont pas
été utiles.

11 est plus rapide de voir que la vitesse moyenne de la voiture était de 8/(4/60) =
120km/H, et donc que la vitesse limite a nécessairement été dépassée.

Ex 15 - 1) Soit « €]0; 7/2[. Soit g(x) = 2sinx + tanx. D’aprés Taylor-Lagrange, il
existe ¢ €]0, z] tel que
2sinz 4 tanx —0 = (x —0) % (2cos 0+ 1/ cos? 0) + 22 /2 % (=2 xsin ¢ + 2sin ¢/ cos® ¢)
Or, ¢ €]0,2[C]0, 7/2[, donc sinc > 0, cos® ¢ >0, 1 —cos® ¢ > 0 et
—2xsinc + 2sin¢/ cos® ¢ = 2sin¢(1 — cos® ¢) / cos® ¢ > 0
D’ou
2sinz +tanx > 3z

2) Soit g(z) = In(1 + z) pour z > —1. La fonction g est dérivable. Alors & x

fixé, il existe d’apres le théoreme des accroissements fini un ¢ € (0,z) (non orienté)

tel que g(z) — g(0) = = * ¢g'(c). Or ¢’(¢) = 1/(1 + ¢). Or, pour x > —1 donné,
1/(14+2) <g¢'(¢) <1sice(0,z). Donc on a bien :

T
1+

<In(l+z) <z

3) Avec g(x) =sinx (z > 0), ’égalité des des accroissements finis nous donne :
il existe ¢ €]0, z] tel que sinx —sin0 = (z — 0) cos . Or, cos ¢ est majoré par 1 et
est positif, donc nous obtenons
sinx <z

Maintenant, utilisons la formule de Taylor-Lagrange : il existe ¢ €]0,z[ tel que
sinx = sin0+z cos 0 — 2% /2sin 0 — 23 /6 cos ¢, soit sinz = x — 23 /6 cos c. Or, comme
x est positif, et —cosc > —1, nous obtenons
z3 )
r— — <sinx
6

4) Soit g(u) = uln(u) pour u > 0. La fonction g est dérivable sur son ensemble
de définition, et donc & = > 0 fixé, elle est dérivable sur [z, z + 1]. Le théoréme des
accroissements finis nous donne alors Pexistence d’un ¢ €]z, z + 1] tel que
glx+1) —g(x) = 1xg¢'(c). Or, ¢’(¢) = 1+ In(c) et comme ¢ € [x,z + 1], on a
1+ In(z) < ¢'(c) <1+ 1In(1 + z). Ainsi :

1+in(z)<(z+1)In(x+1) —zln(z) <1+In(1l+=z)

soit en soustrayant par le terme central :

1+ (1+2)n(@)—(z+1)In(z+1) <0< 1—zln(l+z)+ zIn(z)
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i.e. en factorisant et en otant 1 :
—14+2z)In((1+2)/z) < -1 < —zIn((1+2)/x)
Puis en multipliant par (—1) et en simplifiant encore dans les logarithmes :

zln(l+1/z) <1< (1+2)In(1+1/x)

1—cos(2z)
2

Ex 16 - 1) En notant sin® z = , nous obtenons pour n > 0 :

F (@) = (=)l DR20 721 — (1)) sin(22) + (14 (—1)") cos(22)]

Ou [z] représente la partie entiere de x.
2) Pour n > 0,

FO@) = (1t L
3) Pour n > 0,

50y = S i = a2 4 g - e G2

4) Si 4 divise n (i.e. n = 0[4]), f")(x) = (—4)"/*e® cosz
Sin=1[4], f™(z) = (—4)"D/4e?(cosx — sinz)
Sin=2[4], f™(z) = (—4)"=2/4(-2)e” sinx)
(=
)

Sin=3[4], f ”)( ) 4)(n=3)/4(_2)e® (cos x + sin x)

5) Pour n > 0, fi (z) =2(—-1)"*! (l—na!c)"

Ex 17 - 1l suffit de faire une récurrence sur n et d’utiliser le théoreme de Bolzano sur
les intervalles [x;, z;41] tels que f(z;) = f(zi41) : f étant continue, le maximum est
atteint en un point ¢;, et f étant dérivable, la dérivée s’annule en ¢;. En comptant
le nombre de fois ott f’ s’annule, on voit que 'on peut utiliser la récurrence pour

obtenir le résultat.
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Mathématiques M1

Série 3

Ex 1-1)a) f(z) =a2*—1. Posons t = o + 1; Alors x = t — 1, et nous cherchons
le DL3(0) de (t — 1)* — 1 = t* — 4t3 4 6t> — 4¢. Ce développement limité est —4t +
6t2 — 4t3 + t3a(t). D’olt en remplacant :

flx)=—4(z+1)+6(x+1)* —4(x 4+ 1)* + (x + 1)*b(x)

Avec limg— _1a(x) =0

1
R (e ()
= (1-z+22—2°4+2%(2))(1 +2* + 2b(2))
= 1—az+42% 23 +23(x)
@) = T
rz+1
- VG

= —1/201 4+ 2)(1 +2/2 + 1/42* + 1/82° + z3a(x))
—1/2(1 4 3/2x + 3/42® + 3/82° + 2°b(x)
—1/2 — 3/4x — 3/8z% — 3/162> + 2°c(x)

d) f(z) = 2=t Soit t =2 —1; Alors # =t + 1 et on cherche le DL4(0)

222 —x+5"
de )
tc+t
t)=f(t+1) = ————
9O =1+ = 536
Or, g(t) =t *u(t) avec
t+1
)=
“t) = rit6

ainsi, ¢'(t) = u(t) + tu/(t) et ¢”(t) = 2u/(¢) + tu”(t). Par conséquent,
g g

g(t) = g(0) +1tg'(0) + 1/2t°¢"(0) + ta(t)
= 0+ tu(0) + 24/ (0) + t*a(t)
= 1/6t +1/12t* + t?a(t)
fx) = 1/6(x—1)+1/12(z — 1)? + (z — 1)%b(z)

2)a)f(x) = sh(z)sin(z)
= (z+1/62% + 23a(x))(z — 1/623 + 23b(x))

= 2’ +2%(z)

14



b)f(x) = In(1+ x)sin(x)

b) f(z) =

g(t)

= (v —1/22% +1/32° + 2%a(x))(z — 1/62° + 2°b(x))
= 2% —1/22% + 23¢c(x)

X

@) = i
- 1/222 +1/3x3 — 1 /424 + zta(x)
1

1-1/2z+1/322 — 1/423 + 23b(x)
= 1+ (1/22 —1/32% 4+ 1/42® + 2°b(x))
+(1/22 — 1/32% + 1/42® + 23b(2))?
+(1/22 — 1/32% — 1/42% + 23b(x))? + 23¢(2)
= 14+1/2z—1/122% +1/242° + 23d ()

o - ()

Ha)f(@) = In

n  n(n+1)

— n 2
= 1+2x+(4+ 5 )z
n nn+1l) nh+l)n+2), 5 4
—|—(2+ 3 13 Ja© + za(x)

~ Vzl()
= J(&) + f(e)x—e) + 1/2f"(e)(x — ) + (x — )ala)

(z — (z = e)* + (z - e)’a(x)

1
e) - Re3/2

exp((4t +t3)(1/3 — 1/9t 4+ 1/27t* + t2a(t)))

exp(4/3t — 1/9t + 1/27¢3 + £3b(t))

L4 (4/3t — 1/9t + 1/27¢3 + t3¢(t))

+1/2(4/3t — 1/9t2 + 1/27t% + t3¢(1))?

+1/6(4/3t — 1/9t% + 1/27t3 + t3¢(t)) + t3d(t)

1+ 4/3t +7/9t% 4+ 23/81¢% + t3e(t)

1+4/3(x —2) +7/9(x — 2)* +23/81(z — 2)> + (z — 2)*h(x)

SN T
—)
= In(1—1/6x+1/120z"* + 2*a(x)
= (=1/62% +1/120z* + za(z))
—1/2(—1/62% 4 1/1202* + z*a(x))? + 2*b(x)
= —1/62% — 1/180z" + z'¢(x)
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cos(In(cos z))
cos(In(1 — 1/22% + 1/242" + 2*a(z)))

1 2 1 4 4 1 1 2 1 4 4 2 4
cos((fix + 21 +z%a(z)) — 5(*558 + BV +z%a(2))” + 27b(x))
cos(—1/2x? — 1/12z* + z'c(x))

1—1/2(=1/22% — 1/122% + 2¢(x))* + 2*d(z)
= 1—1/8z" + 2%e(x)

SINT — erp(sina * In(cos x))

= cos(x)
= exp(sinz xIn(1 — 1/22% + 1/242* + 2%a(x)))
= exp(sinz x ((—1/22% + 1/242* + 2°a(z))

—1/2(=1/22% 4+ 1/242* + 25a(z))* + 2°b(z)))
= exp((x —1/62° +1/1202° + 2°c(x))(—1/22% — 1/122* + 25d(2)))
= exp(—1/22% + 25e(x))
= 1-1/22°+2°h(2)

5)a)f(z) = arctan(e®)
arctan(1 + x + 1/22% 4 1/62% + 23a(x))
= 7/4+1/2(x+1/22% + 1/62° + 2°b(x))
—1/4(x 4+ 1/22°% 4+ 1/62> + 2°b(x))?
+1/12(z + 1/22% + 1/62° + 23b(2))® + 2c(z)
= w/4+1/2x —1/122% + 23d(x)

b)f(z) = 1/2% —1/arcsin®z
arcsin® z — 2

x2 arcsin® x
1/32* +8/452°% + 27a(z)

z* +1/325 + 27b(x)

1/3 + 8/4522 + 23¢(x)

14+ 1/322 + 23d(x)
= (1/3 4 8/452% + x3¢(x))(1 — 1/32% + 23e(z))

= 1/3+1/152% + 23h(x)

6)a)f(z) = cos(vz?+ 5xm?)
= —1+2/9(x —27)% + (x — 27)?%a(x)
b)f(z) = arctan(2sinx)

= 7/341/4(x —7/3) — 3v/3/16(x — 7/3)?
+3/16(x — 7/3)* + (z — 7/3)%d(z)
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Ex 2 - f'(z) =1/vV1+ 22 =1-1/222 + 3/82* + x*a(x). Alors pour f on intégre
et on n’oublie pas d’ajouter f(0) :

f(z) =2 —1/62° 4+ 3/402° + 2°b(z)

Ex 3 - cosz = 1 —22/2+2%/24 + x*a(z) et che = 1+ 22/2+2* /24 + 2*b(z). Alors
pour z < 0, f(z) =1+ z/2+ 2?/24 + 2%¢(z)

pour z >0, f(z) =1+ x/2+ 22/24 + 22d(z)

Comme c et d ont la méme limite 0 en 0, on peut écrire

flz)=1+2/2+22/24 + 2%e(x)

Donc f a bien un développement limité a I'ordre 2 en 0.

Ex 4 - 1/(1 —az?) =1+ ax®+ a®x* + 2°a(z) et b =14 ba? + b2t /2 + 25b(x).
De plus, tanx = x + 1/3x3 + x*c(x), donc tan’s = 22 + 2/3x* + 25d(x). alors

(@ —b)a® + (a® — bv?/2)x* + 25e(x)
x? 4 2/3z% + 25d(x)
(@ —b) + (a® — b?/2)2® + 23e(x)
14+2/322 + 23d(x)
= ((a—"0b)+ (a® —b?/2)2® + z3e(x))(1 — 2/322 + 23g(x))
(a—0b) + (a® = b*/2 —2/3(a — b))2z* + 23h(x)

flx) =

Le développement limité de f ne contient pas de terme en z? si et seulement si

(a®>—b%/2—2/3(a—b)) = 0, soit en réécrivant : (a—1/3)%> —1/2(b—2/3)2+1/9 = 0.
On remarque que les points qui vérifient cette équation se situent sur une hyperbole.

Ex 5 - 1) sinz — 2 = —2%/6 + 23a(x). Par conséquent, la limite recherchée est celle
de (—z + za(z))/6 quand z tend vers 0, donc c’est 0.
2)sinz—tanz = —1/223+x3a(x) et the—tanz = —2/323 +23b(x), par conséquent,

la limite recherchée est 3/4.
) Inz+1—z=—(z—1)%/2+ (z — 1)%a(z), avec lim,_1a(x) = 0 donc

l—z+lnzx (—(x —1)2 4+ (z — 1)2%a(z))(1 + V22 — 2?)
1—+2x — 22 2(1 — 2z + 22)
(—1+a(z)(1+ V2 —22) .

2

x—1 -1

4) limg—of(z) =1

5) e8in® —chy = 1+x—1 = z+xa(z) et x cos® x = z+xb(z), donc la limite cherchée
est 1.

6)

In(l+z)—=x
zIn(1+ z)
—22/2 + 2%a(x)

- rjemmaw) )
x? + 22b(x) 01/

/e —1/In(14+2) =

7) limg_.rjof(z) = —1
8) lim_o-f(x) =0
9)
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a(l —2%) —b(1 —2%)  a(l —ebn®) —p(1 — erIn?)

fla) = (1—z2)(1—ab) (1 —2%)(1 — zb)

a(l — eb((zfl)7¢+(mfl)2c(m))) b1 — ea((zq)f@ﬂxﬂ)%(z)))
(1— ea((m—l)-&-(aﬁ—l)d(%)))(l — eb(($—1)+(r—1)d($)))

a(=b — 1) + b5 (@ — 1)? + (¢ — 1)%a(x))
(=b(z —1) + (z — 1)v(2z))(—a(z — 1) + (z — 1)é(x))
b((—a(e — 1) + 5= (z — 1)* + (¢ — 1)2B(x))
(=b(z = 1) + (z — D)y(2))(—a(z — 1) + (z — 1)d(x))

a2b;ab2 + a(z) + 6(1’) U,Qb;ab2 a—b

T (Chr@)(Cato@) T ab 2

10) limy_n6f(x) =€ !

11) limgy—yoo f(z) =1

12) Sia=1,lalimite est 1. Sib=1et a < 1, la limite est 0. Sib=1et a > 1, la
limite est +00. Si b < 1, alors la limite est 1. Si b > 1 et a > 1, alors la limite est
400.Sib>1et a<1,alors la limite est 0. Pour le voir, on peut écrire

z1lnb

f(!L‘) — ¢ zlna

et se souvenir que I’exponentielle de = ”est plus forte” que n’importe quelle puissance
de z.

Ex 6 -

fx) = 1+22/2+2%/24 +2%/720 4 2%a(x)
—(1+5/122)(1 + 22 /12 4+ 2* /144 + 25 /1728 + 2°%b(z))
= 1+a2%/2+2"/24 +25/720 — (1 + 2%/2 + 21 /24 + 1/28825) + 25¢(x)
= —1/4802° + 25¢(x)

Alors f(x) = —1/48025+25¢(x), et ’;((2;)) = frac—2% +25¢(22)—1 + c(x) — 40 28

Ex 7 - Rappel : Equation de la tangente en a : y = f'(a)(z — a) + f(a), que 'on
retrouve avec le développement limité a ’ordre 1 en a.
1) f(x) = 1422 —1/22 + 23a(x). La courbe passe au dessus de sa tangente.
2) f'(z) = z(2lnz+1), d’ot1 'équation de la tangente : y = 3e(x—e)+e? = 3ex—2e2.
On a

f(x) =e? +3e(x —e) +5/2(x — e)? + (z — e)%a()

Donc on observe que la tangente est sous la courbe.

3) f(x) =e+e/2(x — 1)+ e/48(x — 1)® + (z — 1)3a(x), donc la courbe a un point
d’inflexion en 1. La courbe est au dessous de sa tangente a gauche et au dessus a
droite.

4) f(x) = Argch(1+2*) = /22? +2%a(x), la courbe passe au dessus de sa tangente.

Ex 8 - Comme In(1 + 2?) = 22 — 2%/2 + 2%a(x) et sin’z = 22 + 2*b(x), on a

In(1+2%) 1-2%/2+ 2%a(x) 9 5
sin’x 1+ 22b(x) T2+ welw)

La fonction f s’écrit alors

el/xln(l—z2/2+z2c(z)) — el/z(—z2/2+mzd(z)) _ e—m/2+rd(m)
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. Donc f est prolongeable en en une application F' qui vaut 1 en 0.

On a F(z) = 1 —1/6x + 1/722% + 22a(x), donc la courbe passe au dessus de sa
tangente localement en 0. On peut remarquer cependant que 'globalement’, ce n’est
pas le cas (voir sur une calculatrice graphique par exemple).

Ex 9- 1)En0, et =1+t+t%/2+ t%a(t), alors en posant t = 1/z, on a
fl@) = (@+1D)A+1/z+1/(22) +1/2%a(1/2))

31 1
= 2 - — —
z+ +2x+x@(x)

2) f admet donc la droite y = z + 2 comme asymptote en 400, et ¢ = % étant
positif, on en conclut que la courbe est au dessus de cette asymptote.

g(z) = 22 arctan (14—%) En posant t =1/z, on a

1 t
arctan | —— = arctan (| ——
(1 + x) (t + 1)

= arctan(t(1 —t + t* + t2a(t))

arctan(t — t2 + 2 4+ t3a(t))

= (t—t*+2+a(t)) - (t - +13+a(t)? /3 + 30(t)
= t—12+2/3t3 +t3¢(t)

Ainsi,
1 1 21 1
_ 2
g(r) = = (E T2 T 3.3 3%0(33))
21 1
= — 1 _— —
v =145+ —p(2)

et la courbe admet la droite y = x — 1 comme asymptote en +00, la courbe restant
au dessus de son asymptote.
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Mathématiques M1

Série 4

Ex1-
/2 /2
/ t?costdt = [t*sin t]§/2 + 2/ tsintdt
0 0

/2
= (7r/2)2+2[—tcost]g/2+2/ cos tdt
0

= (n/2)% +2[—sint]}/?

7% /4 — 2

2 2
/lenxd:c = [1/3x31nx]f—/ 1/322dx
1

0
= 8/3In2—[1/92°]]
= 8/3In2-8/9+1/9
= 8/3In2-7/9

2 V2 V2
/ eVidt = / 2uetdu = [2ue"](\)/5 — / 2e"du
0 0 0

= 2v2eV? - [26”](\)/5
= 2V2eV2 - 2eV2 42
= 2(e?(V2-1)+1)

/3 i3 1/V2
/ s dt = 2/ u* — 1du
0 1

201/5u® — u]/V?

1 1 1
- (4

32 — 192
20

Ex 2 - Siu = tan(t/2), alors cost = 11—22, et dt = 1Jr%du. Dot :

/w cost g /tan(w/Z) 1 — 2 "
o 1-+cost 0 1+ u?
tan(z/2) 92
= / —— — ldu
0

tan(z/2
[2arctanu — u)," /2)

= 1z —tan(z/2)
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Ex 3 - On a (vérifier, ou mieux, le trouver soi-méme)

_ ¢+t 11 21 11
tt—1)(t+2) 2t 3t—1 6t+2
Alors
1 . 2 . 1 N
Ga) = —5ntls+Zn(t - 1) — Zn(t+2)]3
1 2 1 5
= —§lnx—|—§ln(sc—1)—61n(1:+2)—|—61n2
Ex 4 -

/71'/2 gt — /0 du
/3 sin® ¢ 172 (1 —u?)?

Cherchons a réécrire m de la maniere indiquée (sauf que « et + sont nuls)

1 _a n b n c n d
1-u2)?2 1-—u (1—-u? 1+u (14+u)?

En multipliant par (1 —u)? et en faisant u = 1, on obtient b = 1/4. En multipliant
par (1 +u)? et en faisant u = —1, on obtient d = 1/4. En faisant u = 0, on obtient
alors a + 1/2 + ¢ = 1. Or la fonction est pair, donc cela nous permet d’affirmer que
a=c (f(—z) = f(x)). Donca=b=c=d =1/4, et

1 11 1 1 1
e 19—t aze: Tire TG0
Par suite,
O du 1 1
_/1/2(1——u2)2 = LAl —w) + Il w) - R

u u u2
= —1/4[n (iu) + 3621 J_riQ)s]?/Q
= —1/4(—In(3) — 4/3)
= 1/3+1/4In3

/“’ dt
p (L+t+12)2

En posant t = ‘/_ tanu — 5, nous obtenons

Ex 5 - Nous cherchons :

arctan((2e+1)/V8) /3 /9(1 4 tan? u)
/ﬁ/3 9/16(1 + tanu)

SOlt farctan ((2z+1)/V/3) COS2(U>du

arctan((2x+1 \/5
= 3\/_[u—i—1/25111(2u)]7r/3 (@=+1)/V3)

= 3[ [arctan((22 4 1)/v/3) — 7/3 + 1/2(sin(arctan((2x + 1)/v/3) — v/3/2)

Ex 6 - On développe grace aux formules sinasinb = 1/2(cos(a — b) — cos(a + b))
et comperes pour obtenir une formule sans produit :

1/4(sin(2t) — sin(6t) + sin(4t)
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Alors un primitive est :
—1/8cos(2t) — 1/16 cos(4t) + 1/24 cos(6t)

On a alors toutes les primitives en ajoutant une constante quelconque.

Ex 7 -

f(t) = sintcos®t
sin? t(sin ¢ cos t)?
sin? t(1/2sin(2t))?
= sin?t(1/4sin?(2t))
1 —cos(2t) 1 — cos(4t)
2 8
= 1_16(1 — cos 2t — cos 4t + cos 2t cos 4t)

1 1
= 1—6(1 — cos 2t — cos 4t + §(c0s 2t + cos 6t))

- Ln L osat 4t + < cos6t)
= 16 D) COS COS B COS

Alors une primitive de f est :

1 1 1 1
F(t) = 1—6(t—isin2t—isin4t+ﬁsin6t
1 L 2t 1 in 4t + L in 6¢
= — — —sin2t— —sin —-Sin
16 64" 64° 192°

Les autres primitives sont obtenues en ajoutant une constante quelconque a F'.

Ex 8 - On a ch3z — chx = chx(1+4x*sh?z), d’ou chaz(ch3x —chx) = (1+sh?x)(1+
4 % sh?x). Si t = shx, alors dt = chadz et

t 1 sht 1
———dr = —————d
/1 ch3z — chz " /shl (1+ 2?)4a? *

sht
1 1
7 R
/ /shl 22 1+a2
= 1/4[-1/z— arctana:]iﬁ’él)
1/4(—1/sht — arctan(sht) + cp)

Avec ¢y une constante (dépendant ici de shl). Les primitives, sont alors —

1 _
1 4sht
Zarctan(sht) + c avec ¢ une constante quelconque.

Ex 9 - Le cercle étant paramétré par : F'(§) = (Rcosf, Rsinf), avec 6 entre 0 et
27, la longeur du cercle est donné par

[ i@
0

27
/ || — Rsinf, Rcos6)||df
0

2
= V' R2d0
0
= 27R

Ex 10 - Nous devons calculer :
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2 p2+42%/2 2
/ / dydr = / 2+ 22/2 — ?dx
-2 Jx? -2
2
= / 2 — 2% /2dx
-2

(22 —1/62°)2,
4-8/6+4—8/6=16/3

Ex 117 - Que vaut f_ll V1 — x2dx ? Prouvons que c’est 'aire du demi-disque de
centre O et de rayon 1, donc /2. En effet, Ce demi-disque est défini par le domaine
cartésien D = {(z,y); 22 +y? < 1 et y > 0}, donc son aire vaut :

1 /122 1
// dxdy = / / dydx = / V1 —22dx
D -1Jo -1

Pour calculer cette aire, faisons un changement de coordonnées, et passons aux
coordonnées polaires. Le demi-disque est défini par le domaine polaire A défini par
I'ensemble A = {(r,0); 7> < 1 et rsinf > 0} soit A = [0,1] x [0, 7]. L’aire vaut

alors : - i
// rdrdd = / / rdrdf = / 1/2d = 7w/2
A o Jo 0

1
/ V1—22de =m/2
-1

Finalement :

Question supplémentaire : que vaut fir Vr2 —u?du (r > 0)? Il suffit de faire
un changement de variables : = u/r. Alors du est remplacé par rdz et on a :

T 1 1
/ V12 —u2du = / V12 — r2z2rde = r? / V1 — z2de = 21 /2
-r -1 -1

Il s’agit donc de ’aire du demi-disque de rayon r et de centre O.

Ex 11 - Changeons les notations, et définissons le disque de rayon g, 0 < r9p < R
dans un plan de I'espace en coordonnées cylindriques passant par la droite Oz et
formant un angle 6 fixé avec Oz, par

(r—R)>+ 2% <y
On cherche alors le volume défini par le domaine :
{(r,0,2) € Ry x [0,2n[xR; (r — R)? + 22 < 1o}

Donc —rg < z < rg, et & z fixé, R—/rd — 22 <r < R+ /r¢ — 22. Nous cherchons

donc a calculer

o f’“V’“O’Z rdrdzdf

= 277] f TO = _ rdrdz

:7Tfr R+\/T —22)2 — (R — /13 — 2?)%dz
_ﬁf’o 4R\/r} — 2%dz
:471'Rf30 Ve = 22dz
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= 47 R(1/2712) (on reconnait en effet Iaire du 1/2—disque de rayon rq)
=2m2Rr}

Ex 12- Ona:
—a<zx<a
a x fixé,
/ 2 / 2
—b 1—¥§y§b 1—;
a x et y fixés,
22 g2 22 2
—c 1—a—2—b—2§z§c Tl

Donc QQuS cherchg)ns a calculer
f_ f 177 fc f% oz dzdyd;v

x
2 —c 1—a—2—b—2

Falsons le changement de variables u = z/a, v =y/b et w = z/c. Alors :
— abe f f Vi—u? f\/\;l ui;viz dwdvdu

1 ’U.2
= 2abcf f W V1 — 42 — v2dvdu
(on a reconnu l'aire du demi-disque de rayon v/1 — u2)
= 2abc fil 7/2(1 — u?)du
= mabclu — 1/3u3]L,

_ 4
= 37Tabc

[V
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