Chapitre 1

Les nombres complexes

L]

— Exercice 3p275

Remarque Un nombre complexe z = a + bi est nul si et seulement si a = b = 0. Par
conséquent z =72 & 2—2 =0&

R(z)=R(E) et S(z)=S(2)

Un nombre complexe z est
- réel si §(z) =0
— imaginaire pur si (z) =0

A Conjugué, inverse

Définition le conjugué du nombre complexe z = a + bi, noté z, est le nombre complexe
a — bi.

Proposition | Soit z un nombre complexe.

1. z est réel si et seulement si z =%
2. z est imaginaire pur si et seulement si z = —%

Preuve : Il suffit d’utiliser la forme algébrique de z et de vérifier que ’on a les équivalences
en faisant le calcul O

Remarque On a z x zZ = (a + bi) x (a — bi) = a® + b* qui est un réel (positif).

Proposition | Tout nombre complexe z non nul a un unique inverse noté % Pour trouver
son écriture algébrique (de la forme a+bi), il suffit de multiplier et diviser < par son conjugé

Z. On a alors _
1_=

z 2z
Preuve : Notons z = a + bi, et simplifions :

a—bi a b

z2xZ (a4 bi)x (a—bi) T2+ ar et
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La derniére expression est bien sous forme algébrique. O

Exemple Soit z = 3 — 5i. Alors % = 3% + 3%2'
— Exercice 26

Définition La fraction Z est définie comme le produit de z par I'inverse de 2’.

z
T

%, il suffit de multiplier et de diviser par le

Ainsi, pour trouver la forme algébrique de
conjugué 2z’ de 2’ et de simplifier.

— Exercice 27

Proposition | On a les régles suivantes de calcul du conjugué d’un nombre complexe :
-zZ=2z
- z+7=z+7 et z—2
— 22 =% et (") = (z
S D=lea(H=Z(#0
Preuve : 3 faire o
— Exercices 31,32,33
— Exercice 37 (réel ou imaginaire pur)
— Approfondissement 38p277 (ensemble des points dont I'image est réelle)

B Le plan complexe

1 Affixe d’un point

On munit le plan d’un repére orthonormé direct (0,7, v’). On appelle ce plan le plan

complexe.

Définition A tout nombre complexe z = a + bi (a et b des nombres réels), on associe le
point M (a;b) (et réciproquement). le point M est le point image (ou 'image) de z. On dit
que M est le point d’affixe z.

— Etant donné un nombre complexe z, on peut noter M(z) son image.

— Etant donné un point M, on peut notrer zy; son affixe.

Faire un dessin, avec conjugué et opposé.

— Exercices 5

Proposition |Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont le méme point
image.

Remarque Soit M (z) et M'(z’) deux points. L’affixe du milieu de [M M’] est %Z/
— Exercice 6 + 8,9 (si barycentre connu)
— Approfondissement 10p275

2 Affixe d’un vecteur

—
Remarque L’affixe du point M (z;y) peut étre vue comme ’affixe du vecteur OM (x; y)

Définition Soit A(x.;ya) et B(xp; yp) deux points du plan complexe. On définit affixe du

—
vecteur AB(zp — Za;Yp — Ya) €St le nombre complexe 23p = %B — 24
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3 module

Soit M (z) le point d’affixe z = a + bi. Alors la distance de O & M est va2 + b2 = /2 X Z.

Définition On appelle module du nombre complexe z la distance du point O au point M(z).
On le note |z|. On a donc :

2| = 0M] = V==
Exemple Soit z = 3 — 5i. Alors |2| = v/32 + 52 = /34,
Remarque Si z est un réel a, alors |z| = Va2 = |a| (valeur absolue).

Proposition | On a les propriétés suivantes sur les modules :
— |z| > 0 pour tout z complexe et |z| = 0 si et seulement si z =0

— |z| = |Z| (dessin)

— |Az| = |A] X |z| (ou A est un réel quelconque)
= e x 2| = [2] x ||

- Siz #£0, L] = ﬁ et donc |£| = I‘;"I

Preuve : Pour le troisiéme point :

Pour le quatriéme point, :

|z x 2| = Vzz' xz2
Vzz x z2
Vzxzd2
Vexzx Vi x2

|2 x ||

Pour les autres points : en exercice. O

C Equations du second degré a coefficients réels

Proposition | Soit a, b, c des réels. L’équation az? + bz + ¢ = 0 a toujours des solutions
dans ’ensemble des nombes complexes. Posons A = b? — 4ac. Alors :
— Si A > 0 I’équation a deux solutions réelles

_b-VA b+ VA

zZ1 = z9
2a 2a
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— Si A = 0 I’équation a une unique solution réelle

—b

z = %
— Si A <0, on remarque que —A > 0 et donc que (i\/fA)2 = A. L’équation a alors deux

solutions complexes :
_ —b—iv-A _ —b+iv-A
N 2a N 2a

Preuve : Il s’agit de revoir la preuve déja connue, en utilisant la forme canonique de
I’équation, et pour le cas ot A < 0 utiliser la remarque donnée dans ’énoncé. O

Z1 z22



