Chapitre 1

Nombres complexes

A Ensembles de nombres

N est ’ensemble des entiers naturels. C’est ’ensemble des entiers positifs ou nuls.

Dans N I’équation z + 1 = 0 n’a pas de solution.

Cette équation a une solution notée -1 , cette solution est un élément de I’ensemble 7Z .
Z est ’ensemble des entiers relatifs. C’est ’ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls.
Z contient N | c’est-a-dire que N est contenu dans Z , ce que 'on note N C Z .

Dans Z ’équation 2z = 1 n’a pas de solution.

1
Cette équation a une solution notée —= , cette solution est un élément de I’ensemble Q .

Q est ’ensemble des nombres rationnels.
C’est 'ensemble de tous les nombres de la forme P avec p € Z et p € Z* . Q contient Z . On a donc
q

NcZcQ.

Dans Q I’équation 22 = 2 n’a pas de solutions.

Cette équation a deux solutions notées /2 et —v/2 , ces solutions sont des éléments de I’ensemble R.
R est I’ensemble des nombres réels. C’est ’ensemble des abscisses de tous les points d’une droite.

R contient Q . On adonc NCZ C Q C R.

Dans R 'équation 22 = —1 n’a pas de solutions.

Cette équation a deux solutions notées i et —i , ces solutions sont des éléments de I’ensemble C .

C est 'ensemble des nombres complexes.

C’est ’ensemble des nombres de la forme a + bi avec a € R et b € R.

C contient R.OnadoncNCZCQcCcRcCC.

B Deéfinition

1 Forme algébrique

Définition Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes qui posséde les
propriétés suivantes :

C contient ’ensemble des nombres réels.

Les régles de calcul de 'addition et de la multiplication prolongent celles des nombres réels (donc
restent les mémes pour les nombres réels).

Il existe un nombre complexe noté i tel que i2 = —1.

Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique z = x + iy avec x et y réels.
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L’écriture z = x + iy avec x et y réels est appelée forme algébrique du nombre complexe z.
x est la partie réelle de z, notée R(z) ou Re(z), y est la partie imaginaire de z notée I(z) ou Im(z).

Remarque z = x + iy avec x et y réels :
Si y = 0, le nombre complexe est, un nombre réel.
Si x = 0, le nombre complexe est dit imaginaire pur.

Théoréme Soit z, y, 2’ et ¥y’ des nombres réels,
T +iy = + 1y équivaut Az =z2' et y =v/'.
x4+ 1y =0 équivaut a x =0 et y = 0.

Exemple On Cherche 'écriture algébrique de (5 + 2¢)(2 — 44). Pour cela on applique les régles de calcul
connues :

(542i)(2—4i) = 5x2—-5x(4i)+2ix2—2ix4i
10 — 207 4 4i — 8i*

10 — 167 —8 x (=1) =10 — 16i + 8
= 18— 16i

Cela signifie que ’écriture algébrique d’un nombre complexe est unique.

2 Addition et multiplication

Définition Soit z =z + iy et 2’ =2’ + iy’ (z, y, 2’ et ¢’ réels) deux nombres complexes.
La somme de z et de 2’ est le complexe z + 2’ = (z + ') +i(y + ¢').

Le produit de z et de 2’ est 2.2/ = (zz’ — yy') +i(xy’ + 2'y).

En effet 2.2/ = (z +iy) (2’ +iy') = 22’ +izy’ +ix'y +i2yy = vz’ — yy' +i(zy + 2'y).

Remarque Les identités remarquables sont valables dans C. On a alors pour tous z et 2z’ complexes,
22427 =22 —i%22% = (2 — i) (2 +i2).

— Exercices 8,9,10p310 (trouver I’écriture algébrique)

3 Représentation graphique
Soit (O; W, v') un repére orthonormal direct du plan.

1. A tout nombre complexe z = x + iy avec = et y réel, on associe le point M de coordonnées (z;y).
Co-
On dit que M est le point image de z et que OM est le vecteur image de z.

2. Tout point M (x;y) est le point image d’un seul complexe z = z + iy. On dit que z est 'affixe du
—
point M et du vecteur OM.

3. Le plan est alors appelé plan complexe.

4. L’axe des abscisses (O; ) est appelé axe des réels, I’axe des ordonnées (O; v') est appelé axe des
imaginaires purs.
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Remarque Soient M d’affixe z et M’ d’affixe 2’ des points du plan complexe.
2z + 2’ est Daffixe du point P tel que OM PM’ est un parallélogramme.
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Proposition (Affixe d’un vecteur) Soit deux points A et B du plan complexe ayant pour affixes
respectives z4 et zp.

—
L’affixe du vecteur AB est 2z — 24.

Remarque Si ) est un réel, I'affixe de vecteur A\ est Az oil z est Iaffixe de 7.
— Exercices 1,2,3p309 (affixes/points)
— Exercice 6p309 (utilisation du vocabulaire : imaginaire, partie imaginaire,...)

C Inverse d’'un nombre complexe non nul

Théoréme Tout nombre complexe non nul z, écrit sous forme algébrique z = x 4 iy, admet un inverse,

1
noté —, et :
z

1 z—wy

z - sz + y2
En effet, on remarque que pour tout nombre complexe non nul z = = + iy,
(x +iy)(z — iy) = 22 — i%y? = 22 + y? (qui est un nombre réel).
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I T — 1y T =iy
vtiy  (vtiy)(e—iy) 2?4y
— Exercice 12p310 (donner ’écriture algébrique d’un inverse)
— Exercice 13p310 (écriture algébrique d’expressions formeée a partir de deux nombres complexes)

1
On a alors — =
z

D Nombre conjugué

Définition Soit z un nombre complexe, z = x + iy.
Le nombre conjugué de z, noté z, est le nombre complexe = — iy.

Dans le plan complexe, le point M’ d’affixe z est "image du point M d’affixe z par la symétrie par rapport
a Paxe des abscisses.
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Proposition Soit z un nombre complexe.

1. z est réel équivaut & z = z.

2. z est imaginaire pur équivaut a z = —z.
Preuve : On pose z = x + iy, avec x et y réels :

1. Si z est réel, alors y = 0, donc z = Z.

2. Si z = Z, alors x + iy = x — iy, donc 2iy = 0 et on en déduit que y = 0 ce qui signifie que z est réel.
3. Si z est imaginaire pur, alors z = 0, donc z = —Z.
4. Si z = —z, alors x + iy = —x + iy, donc 2z = 0 et x = 0. z est donc bien un imaginaire pur.

Proposition Soit z l'affixe d’un point M dans le plan complexe.
1. Z est l'affixe du symétrique de M par rapport a I'axe des abscisses.
2. —z est laffixe du symétrique de M par rapport au point O.

3. —Z est Paffixe du symétrique de M par rapport a I’axe des ordonnées.
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Proposition Pour tous nombres complexes z et 2’ :

x|

z+2 =Z4+ 2

=z
I _ 1 1
2zl =72 pour z # 0, ():
z Z
z K -
pour 2z’ # 0, 7):: pour n € Z, z" =z"
z 2!
. z+Zz z—Z
Remarque Pour tout nombre complexe z, on a les relations Re(z) = et Im(z) =

2 21

— Exercice 25p311 (conjugué d’expressions complexes)

— Exercice 24p310 (somme réelle, soustraction imaginaire), 28p311 (forme algébrique, résolution dans
C)

E Résolution dans ¢ d’équations du second degré & coeflicients
réels

— Exercice 61p313 (échauffement : racine carrée dans C)

Proposition L’équation az? + bz +c =0 (a, b et c réels, a # 0) admet toujours des solutions dans C.
Soit A = b? — 4ac le discrimant du trinome.
. o ., b
1. Si A =0 : une solution réelle égale & ~5g
a

2. Si A # 0 : deux solutions distinctes :

b—\/Zet —b+ VA

~ réelles si A >0 : —

2a 2a
—b V-A —b vV—=A
— complexes conjuguées si A < 0: — +i—— et — — i
2a 2a 2a 2a

Preuve : La forme canonique du trinéme az? + bz + ¢ (a, b et c réels, a # 0) est a

b\? A
(z + 2a) T 12|
Si A > 0, on retrouve les résultats vus en premiére.

Si A <0, alors —A > 0. On pose § = —A. On peut écrire § = (1/9)?

2 2 2 2
Onaalors: az? +bz+c=a <z+b) +<\/g> =q (erb) 22<\/5>
2a 2a 2a 2a

az’ +bz+c=a z—l—i—iﬁ z—&-i—i—iﬁ .
2a 2a 2a 2a

Les solutions de 1’équation sont donc :

b+‘\ﬁ b+i\/—A b Vo b V=A
1

——tf— = —— et —_——— = ——
2a 2a 2a 2a 2a 2a 2a 2a

— Exercices 62p313 (basique), 65p313 (avec produit), 68p314 (Z = 2?)
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F Module et argument d’un nombre complexe

1 Deéfinitions

Définition (Module) Soit z = z + iy un nombre complexe. On appelle module de z le nombre :
2] = Va2 + 42

11 s’agit en fait de la distance OM ot M est 'image de z.

dessin

Remarque

— le module généralise la valeur absolue aux nombres complexes. Ainsi, |z| = 0 est équivalent & z = 0.

— |2 =2z

Définition (argument) Soit z un nombre complexe non nul d’image M. On appelle argument de z
toute mesure en radian de ’angle orienté :

—_— —
arg(z) = (OU,OM)
Il est unique & 27 prés (si 6 est un argument, 6 4+ 2k7 en est un pour tout k € Z).
Dessin

Définition (Coordonnées polaires) Dans le plan complexe, tout point M peut étre repéré par ses co-
— ——
ordonnées cartésiennes (x; y), mais aussi par ses coordonnées polaires (r,0), our = OM et 0 = (OU,OM).
On passe des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes par les relations :
x =rcosf y=rsinf

Dessin

Définition (Forme trigonométrique) Soit z = = + iy un nombre complexe d’image M. Puisque
—_— —
OM = |z] et § = (OU,OM) = arg(z), on a :

z=x+ 1y =rcosf +irsinfd = r(cosf + isinh)

La derniére expression est appelée forme trigonométrique de z.
Gréce a l'unicité de la forme algébrique, on a les propriétés :

Proposition Deux nombre complexes sont égaux si et seulement si ils ont le méme module et le méme
argument & 27 pres.

Proposition Soit z = p(cos o + isina) avec p > 0. Alors p = |z| et a = arg(z).

Remarque Soit z = x+iy un nombre complexe écrit sous forme algébrique. Pour déterminer un argument
de z, on calcule d’abord son module, » = y/22 + y2. On a alors :

iy

=
VETE R

Il faut alors chercher un angle 6 tel que

cosf = et sinf =

Yt et snh- 94

— Exercices 33,34,36p311, (40p312 a la calculatrice)
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2 Propriétés
Proposition Soit z un nombre complexe. Alors :
1. |z] = |2| et arg(z) = — arg(2).
2. | — 2| = |7| et arg(—z2) = arg(z) + 7.
Proposition Soit z un nombre complexe non nul.

1. z est réel pur si et seulement si arg(z) = 0 ou 7 (& 27 prés).
™ s
2. z est imaginaire pur si et seulement si arg(z) = 5 ou 5

Proposition Soit z et 2’ des nombres complexes non nuls. Alors :
1. |z + 2| <|z| + |7/| (inégalité triangulaire)
2. 27| = |2||7'] et arg(zz') = arg(z) + arg(z’).
3. pour tout n € N, [2"] = |2|" et arg(z") = narg(z).

z z
= ||z’| et arg (?) = arg(z) — arg(2’)

z

Z/

Preuve : Le premier point se retrouve en prenant un point de vue géométrique.
Prouvons le second point. Ecrivons les formes trigonométriques de z et 2/ : z = r(cosf + isinf) et
2" =1'(cos® + isin§’) Lorsque l'on fait le produit des deux, et en regroupant les termes développés, on
a:

22" =rr' [(cos@cos§ —sinfsinf) + i (sin @ cos §’ + cos O sin §')]
Or, cosfcos® —sinfsin@’ = cos(6 + 6') et sinfcos§’ + cosfsin b’ = sin(f + 0’), d’ou le résultat.
Le troisiéme point se fait par récurrence. Le dernier point utilise le second. O

Proposition Soit A(z4) et B(zp) deux points distincts du plan complexe. Alors :
1. AB = |zp — 24|
—_—
2. (OU,AB) = arg(zp — za)
Preuve : Il suffit de prendre un point de vue géométrique. O

Conséquence : si A(za), B(zp), C(z¢) et D(zp) sont quatre points du plan complexe deux & deux
distincts, alors :

En effet, d’aprés la relation de Chasles,
(14.B>,C'.>D) = (O.IJ,C'.)D) - ((TJ),E) =arg(zp — z¢) — arg(zp — z4) = arg (ZD_ZC)

ZB — %A
— Exercices 41,42p312
— Exercices 45p312 (demi-droites) , 48p312 (trouver une valeur de cos inhabituelle)
Rappel d’une équation de cercle, de droite.
— Exercices 38p311 (en DM), 44p312
— Exercice 50p312 (application de la conséquence ci-dessus)

G Notation exponentielle

Activité Soit f(0) = cos(f) + isin(f). Déterminer la dérivée de f puis l'exprimer en fonction de f.
Déterminer f(0). Trouver une analogie avec une fonction connue.

Définition Pour tout réel 6, on note e’ = cos(6) + i sin(f).
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. o - 1 3
Exemple ¢ = 15¢'3 = i;e's = 5 +i§
Proposition Soit 6 et 6’ dans R. Soit n € N. Alors :

— €| =1 et arge®? = 0 (% est le nombre complexe de module 1 et d’argument, )

0

i0
. -n! . ’ e . ! Iy
i0 10" _ 61(0—0—0 ) ;=g = 61(9—9 ) : el — o

- e
X3
— ()™ = ¢ (formule de Moivre)
Preuve : le premier point vient de la définition. Les suivants viennent des propriétés de
module et d’argument |

Remarque La formule de Moivre permet d’obtenir rapidement la forme algébrique d’une puissance d’un
nombre complexe.

Définition Au lieu d’écrire un nombre complexe sous sa forme trigonométrique z = p(cos(d) + isin(9)),
on peut I'écrire sous la forme z = pe'?, ot p = |2| > 0 et 6 = arg(z), appelée forme exponentielle de z.
— Exercices 52,53,55,56 p313

— Exercice 57p313 (formules trigonométriques)

Proposition Soit € un cercle de centre Q(w) et de rayon r. Alors M(z) € € si et seulement si il existe
un réel 6 €] — ;7| tel que z = w + re'?

Preuve :voir DM fait il y a quelques temps (rappel : re?® = r(cos(6) + isin())) ad
L’équation z = w + re’? est appelée équation paramétrique complexe du cercle €.

— Exercices 58,59p313
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H Transformations

Soit F' une transformation du plan géométrique. On lui associe la fonction f de C dans C telle que pour
tout point M(z) du plan complexe d’image M'(z') par F, f(z) = 2’
1 Translation

- . _
L’écriture complexe de la translation de vecteur v est 2’ = z + 2.

P —
Preuve :MM' = 7 si et seulement si 2’ — z = 2. |
dessin

2 Homothétie

L’écriture complexe de I'homothétie de centre Q(w) et de rapport k # 0 est 2’ —w = k(z — w).

gy 4 — .« .
Preuve :on a QM' = kQM par définition. O
dessin
Rappel : le centre est un point invariant.

3 Rotation
L’écriture complexe de la rotation de centre Q(w) et d’angle 0 est 2/ — w = (2 — w).

SN /
Preuve :on a QM = QM et (W,QM’) = 0 par définition. Autrement dit, z

—w
(si z # w) a pour

4 Z—w

module 1 et pour argument 6. Or e’ est I'unique nombre complexe de module 1 et d’argument 6. Donc

72 —w ) .

=~ =¢" Si z=w, alors 2/ = w. Dans tous les cas, 2/ —w = (2 — w). ad

Z—w

dessin

Rappel : le centre est un point invariant, tout comme pour I’homothétie.

Voir page 301

4 Autres transformation

On a déja vu la symétrie par rapport a 'axe des réels (2’ = Z), la symétrie centrale (2’

la fois une rotation et une homothétie).
— Exercices 71, 74, 76 (détermination d’écritures complexes de transormations)
— Exercices 72, 77, 78(c), 79, 80

= —z, qui est a



