Chapitre 1

Barycentres

Activité QCM A et Bp223 (vecteurs, moyennes)
Activité 3p225 (Loi d’Archiméde — balance romaine) Barycentre de deux points

A Barycentre de deux points

Définition

1. On appelle point pondéré tout couple (A, ) ot A est un point de £ et « est un nombre réel.

2. Un ensemble de points pondeéré, S = {(A1,a1); (Ag, a2);...;(An, an)} est appelé systéme de n

points pondérés.

3. La masse d’un ensemble S de points pondérés est la somme m = a1 + a2+ -+ a,
Définition Soit S = {(A, «); (B, )} un systéme de masse non nulle (o + 5 # 0).
On appelle barycentre du systéme S 'unique point G tel que

ac?i + 5@ = 6>

On le note G = Bar{(A4, «); (B, )}

Proposition Soit un systéme de masse non nulle S = {(A, a); (B, 8)} de barycentre G. Alors :

— Commutativité : G = Bar{(4, «); (B, 5)} = Bar{(B,0); (4, a)}

— Homogénéité : Pour tout réel k non nul, G = Bar{(4,k x «); (B,k x )}

Preuve : Exercice. |
Théoréme Soit S = {(4,a); (B, )} un systéme de masse non nulle, de barycentre G. Alors :

ac= L 7B

a+p

De plus, le point G appartient & la droite (AB).

Pﬂlve : COIHHIG_()&)C;—z)‘l —5—@ = ﬁ, on a don(ﬁ;aprés la religion Chasles :
0GA + BGB = oGA + B(GA + AB) = (o + B)GA + BAL = 0
Soit en passant GA de lautre coté, puis en divisant par (« + ) (non nul) :

A= 3B
a+p

Ainsi, les vecteurs xﬁ et E sont, colinéaires. Comme A est commun, on en conclue que A, B et G sont
alignés. Autrement dit, G € (AB). d
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Théoréme Soit S = {(4, a); (B, )} un systéme de points pondérés.
— Si a+ =0, alors S n’a pas de barycentre et pour tout point M de & :

am—kﬁmzﬁﬁ

— Sia+ 8 #0, alors S a un barycentre G et pour tout point M de £ :
aMA + BMB = (o + B)MC

Preuve : Exercice. a
— Exercices 1,3,2,5,6p232
— Exercices 4p232 (lieux de points)

B Barycentre de 3 points

On généralise la définition donnée pour 2 points :

Définition Soit S = {(A, a); (B, ); (C,~v)} un systéme de masse non nulle (o + 8+ v # 0).
On appelle barycentre du systéme S I'unique point G tel que

aGA+ BGB+~GC =T

On le note G = Bar{(A4,a); (B, 3); (C,v)}

Proposition Soit S = {(A,a); (B, S); (B,7)} un systéme ayant un barycentre G. Soit m = o + S + 7
la masse du systéme. Alors :

4G = CaB+ 1a¢ BG="BA+1BC CG="Ch+ B
m m m m m m

Théoréme Soit S = {(4, a); (B, B); (C,v)} un systéme de points pondérés.
- Sia+ B+~ =0, alors S n’a pas de barycentre et pour tout point M de & :

am+5m+vmzﬁﬁ+yﬁ
- Sia+ B+ +#0,alors S a un barycentre G et pour tout point M de £ :
am+ﬂm+vmz (a+ﬁ+w)m
Preuve : Exercice. O

Remarque Cette propriété permet de transformer une somme dépendant d’un point quelconque en un
vecteur seul.

Remarque En particulier, si le systéme a un barycentre, on peut prendre pour M le point A. L’égalité
devient alors :

(a+ B+7)AC = BAD +yAC

Ce qui permet la construction du point G-
— Exercices 9p232

Théoréme (Associativité) Soit S = {(A4,«a);(B,);(C,7)} un systéme de points pondérés de masse
non nulle, de barycentre G. Si a + 8 # 0, en notant K = Bar{(4, «); (B, )}, alors :

G = Bar{(K,a + f); (C,7)}
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Preuve : On a par définition de G : a(ﬁél + 5@ + ’y@ = ﬁ En utilisant la relation de Chasles
pour introduire K dans les vecteurs Cﬁl et G’? on a: 04(7( + 5G—I>{ + am + 5@ + ’yCﬁ = ﬁ Or,
am + Bﬁ = H par définition de K. En factorisant par (7(, ona: (a+ ﬁ)G—I% + ’y@ = ? Ce qui
prouve le théoréme. O
— Exercices 20,21p233

— Exercice définition de I'isobarycentre, vérification avec la définition connue du centre de gravité.

C Barycentre d’un nombre quelconque de points

Définition Soit S = {(A1, a1); (A2, a2);...; (A, ap)} un systéme de n points pondérés de masse non
nulle. On appelle barycentre de S 'unique point G tel que :

1GA, + asGAy + -+ a,GA, = 0

On note G = Bar{(A1,01); (A2, a2);...; (An,an)}.
Soit m = a1 + as + - - - + a,, la masse du systéme. On dit que m est la masse du barycentre G.

Définition Dans le cas particulier ot «; = 1 pour tout i (tous les coefficients valent 1), on dit que le
barycentre est 'iso-barycentre.

Théoréme Soit S un systéme de n points pondérés de masse non nulle m et de barycentre G. Le
barycentre G reste inchangé si I’on remplace une partie des points pondérés de S par leur barycentre,
lorsqu’il existe, affecté de la somme de leurs coefficients.

Exemple Soit S = {(4,-1);(B,3);(C,1);(D,1)}. Ona -14+3+1+1 =4 # 0 donc S admet un
barycentre G. Puisque —1 4+ 3 # 0 et 1 + 1 # On on peut définir :

K = Bar{(4,-1);(B,3)} et L = Bar{(C,1);(D,1)}
On a alors

G = BCL’I"{(A,*l);(B,i%);(C,l);(D,l)}
Bar{(K,2);(L,2)}
= Bar{(K,1);(L, 1)}

— Exercices 23p233

Théoréme Soit f une transformation usuelle du plan (translation, réflexion, rotation),
et soit S = {(A1,01); (A, a2);...;(Apn, o)} un systéme de points pondérés ayant un barycentre G.
Alors f(G) est le barycentre du systéme S = {(f(A1), a1); (f(A2),a2);...; (f(An), o)}

Exercices supplémentaires / pour DM :

— Exercices 25,26,29p233 (alignement)
— Exercice 30p234 (droites concourantes)
— Exercices 35,36p234 (mélanges)

— Exercices 41,42,43,45p235 (lieux)



4 CHAPITRE 1. BARYCENTRES

D Formules analytiques du barycentre

On consideére le plan muni d’un repére (O; 7; 7)

Soit A(za;y4) et B(xp;yp) deux points du plan.

Proposition Le barycentre du systéme {(A;a); (B;b)} (a+b # 0) est le point G de coordonnées (z¢; ya)
telles que :

ara+bxrp _aya+byp

a+b va a+b
— - :
Preuve : Par définition, aGA + bB@ = 0, et pour tout point M,

aMA +bMB = (a+b)MG

En particulier, pour M = O,

o - GA+v-" 0B
a+b a+b

. s
Les coordonnées de OM étant celles de M quel que soit M, on obtient bien la formule de la propriété. O
On généralise la formule au barycentre d’un nombre quelconque de points.

Proposition Les coordonnées du barycentre d’un systéme sont données par la moyenne des coordonnéees
respectives des points du systéme affectés de leur poids.

Exemple avec trois points
— Exercices 14,15,16p233



