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Exercice 1
1. (a) On raisonne par équivalence :
r<3 & —zr>-3 (—-1<0)
< 6—2>3

1 1
- 3 (fonction inverse décroissante sur|0; +oof)
-
9 9
< <z (9>0
6—z 3 ( )
< f(r) <3

(b) Soit P(n) : « U, < 3 ».

Démontrons que quelque soit n € N, P(n) est vraie par récurrence :

Initialisation :
Uy = —3 < 3, donc P(0) est vraie.

Etape de récurrence :
Soit n un certain entier tel que P(n) est vraie, autrement dit que U,, < 3. Démontrons
que P(n + 1) est vraie, autrement dit que U, 41 < 3.
Or U,y1 = f(Uy,), et on sait par hypothése de récurrence que U, < 3. D’aprés la
question précédente, on en déduit alors que f(U,) < 3. Donc U,y < 3, et P(n+1) est
vraie.

Conclusion :
Par le principe de récurrence on a bien démontré que P(n) est vraie quelque soit n € N,
autrement dit que U, < 3.

Autrement dit, U est majorée par 3.

(¢) On exprime :

9 U 9—(6-Un)U, (U,)?*—6U,+9 B (U, — 3)*
6-U, "  6-U, 6—U, - 6-U,
Or on sait que U,, < 3, dont —U,, > —3 puis 6 — U,, > 3 > 0. L’expressions (U,, — 3)? étant
également positive, on en déduit que U,,, — U,, > 0.

Autrement dit, U est croissante.

Unp1—U, = f(Un)_Un =

(d) Puisque U est croissante et majorée par 3 d’aprés les questions précédentes, on en déduit
que U est convergente.

2. (a) On exprime (on note au passage que V' est bien définie car U,, < 3) :

1 1 1 1
V"+1_V"_Un+l—3_Un—3 ~ f(U)-3 U,-3
1 1
B 9 U, —3
o—u, °
1 1
" 9-18+3U, U,-3
6—U,
6— U, 3

3U,—9 3U,—9



On poursuit :

Vn+1 - Vn

1
Puisque V,, 11 — V,, est constant, égal a —3 on en déduit que V est arithmétique de raison

1
3
1
(b) Par conséquent, V,, =V — 3
1 1 1
Or V= = =——.
P T 0, -3 =3-3~ 6
1 n 14+ 2n
D V,=——=——-=— .
onc 573 5
Par suite, on a (V,, ne pouvant étre nulle) :
1 1 1
V, = sU,—-3=—<U,=—+3
U,—-3 Vo Vi *
Donc :
L 6 n ~ —6+3+6n 6n—-3 _2n-—1
"o 1420 1+2n 2n+1  T"2n+41
(c) On a:
1
m—1 274
- 1
2n+1 94 =
n
1 2-0
Or lim — =0.Donc lim U, =3 X = 3.
n—-+oo N n—+oo 2—|—0
On peut aussi voir que hrf V, = —o0o, donc en utilisant 'expression U, = — + 3, on
n—-+0oo

trouve la méme limite.
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