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1. Pour z > 0, on pose x = —. Alors X = —. On a lim — = +o0.
X €T z—0
1 1 1 In X
De pl her=—=h|{=]|==(-InX)=—r.
e plus, zlnz Xn(X) X( nX) X
In X
Or lim ne 0. Donc lim zInz = 0.
X—t+00 X z—0
(a) D’apres la question précédente, lin%a: Inz = 0, donc hH(l),T} —xlnz=0-0=0.
T— T—
Ensuite, g(z) =2 —xInz = z(1 — Inx). Or hI_P l—Inzx=—-c0.
T—>r+00
Donc par produit, lim g(z) = —oco.
T—r—+00

(b)

x +— x et x — Inx sont dérivables sur |0; +00[, donc par produit et somme de ces fonctions,
g est dérivable sur ce méme intervalle.

Soit f : xIlnaz. La fonction f est de la forme uv avec u(x) = x et v(z) = Inz.
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Alors v/(z) = 1, v'(z) = —, puis f'(z) = (w)'(2) = (Wv+w')(z) =1lnx+2— =Inx+1.
T x

Par suite, ¢'(zr) =1 — (Inz+ 1) = —Inxz.

Onag'(r)>0< —Inz >0« Inz <0< z < 1. Par conséquent :

x 0 1 +00
Signe de ¢'(z) + 0 -
1
variations \
de g
0 —00

On peut conjecturer que :
i. la suite u est décroissante ;

ii. lim wu, =0.
n—-+o0o
n

i Onav, =lhu, =In (e_) =In(e") —In(n") =nln(e) —nlnn=n —nlnn = g(n).
nTL

Or v, est définie pour n > 1, et d’aprés la question la, g est décroissante sur [1; 400,
donc v est décroissante.

ii. Puisque v =Inwu, on a u = e".
Or v est décroissante d’aprés la question précédente, et on sait que v et e” ont les
mémes variations grace a la stricte croissance de ’exponentielle.
Donc u est décroissante.

Puisque u est décroissante, on sait qu’elle est majorée par son premier terme.

Par suite, puisque n > 1 > 0, et qu'une exponentielle est toujours strictement positive,
n

€
Uy = — > 0. Autrement dit u est minorée par 0.
n

Finalement, on peut confirmer que la suite u est bornée.



(d) Puisque u est décroissante et minorée, on peut affirmer qu’elle converge.
Il reste & en déterminer la limite. Pour cela on détermine tout d’abord la limite de v.

Or lim v, = lim g(n)= —oo. Par suite, lim e¥ =0.
n—+o0o n—-+4o0o X——00

Alors, comme u = €”, on a bien lim wu, = 0.
n—-+0o00



