LYCEE ALFRED KASTLER TS
2013-2014

Devoir maison n°15 — mathématiques
Correction

Exercice 1

1. La dérivée de F : x / f(t)dt est f.
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2. (a) Soit F(z) = 51’2 + 2z. Alors F' admet f pour dérivée sur [—2; +00].

(b) Il existe d’autres fonctions ayant f pour dérivée. Pour tout nombre réel k, F' + k en est
une, puisque (F + k) = F' +0= f.

(¢) Posons G = F+k, et cherchons k tel que G(2) = 0. Or G(2) = F(2)+k =2+4+k = 6+k.
Ainsi, si k = —6 alors G(2) =

1
Par suite, G : x — §x2 + 2z — 6 est telle que G' = f et G(2) =

(d) Soit Gy et G5 deux fonctions ayant pour dérivée f et telles que G (2 ) G2(2) =
Soit D = G; — (5. Cette fonction est dérivable sur R et D' = G| — G, = f — f =0. La
fonction D a donc une dérivée nulle sur R et est constante. Or D(2 ) Gl( ) — Go(2) =
0 — 0 = 0. Donc pour tout x € R D(x) = 0, autrement dit G;(z) = Ga(z) : G; = Gs.

Il existe donc une seule fonction G telle que G’ = f et G(2) =

3. (a) I'(2) = 0 car on integre de 2 a 2, et aire d'un segment vaut 0.
I'(10) est l'aire délimitée par la courbe de f : x — x + 2, 'axe des abscisses et les droites
d’équation x = 2 et = = 10.
En effet, la fonction f est strictement positive sur [2;10] (z4+2>2+2 > 4> 0).
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(b) D’aprés la premiére question, IV = f, et comme f > 0, on obtient que I" est strictement

croissante sur [2; 10].

Il s’agit alors de calculer I'aire d’un trapéze rectangle : I'(10) = = 64.

(c) T est telle que IV = f et I'(2) = 0, f étant la méme fonction que définie précédemment.

Nous avons alors démontré que I'(z) = 5372 + 2x — 6.

Exercice 2
On considére I'équation (F) : 23 = 1.
1. On a (en trichant) : 23 — 1 = (z — 1)(2* + = + 1).
En effet, (z — 1)(2? + 2+ 1) =234+ 2’ +x—2?—r—1=2>-1.Donca=b=c=1.
Sans tricher, on développe (z — 1)(az? + bz + ¢) et on résout le systéme obtenu en identifiant

la forme réduite a z3 — 1.
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2. 'équation z?+x+1 = 0 a pour solutions (on calcule A, ...) : z; = T\/_ et 2o = +\/_
3. Commer*=12-1=0& (z—1)(2*+2+1)=0& (z—1=0o0uz?*+x+1=0, alors

les solutions de (E) sont 1, z1 et 2.
2
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On a |21] = |zo] = (;)2 . ((—

(En fait quand le module vaut 1 ce calcul n’est pas trés nécessaire, il suffit d’observer que I'on
a directement une forme trigonométrique)

1 2
L’argument 6 de z; est tel que cosf = —= et sinf = — Donc 0 = —?ﬂ



2
On sait que zp = 77, et arg(z7) = — arg(z), donc arg(zy) = ?ﬁ

Par conséquent,

. On obtient un triangle équilatéral (dont O est le centre de gravité).

. 3 . . N . . .
. En posant = = € dans I'équation (E), on obtient : (E) < (") = e < 0 = ¢,
Or deux nombres complexes écrits sous forme exponentiel sont égaux si et seulement si ils ont
méme module et méme argument. Donc ici, puisque les modules sont tous deux égaux a 1,

2k
cela équivaut a 3¢ = 0 a 2kw prés (k € Z). Autrement dit, 30 = 0 + 2k, soit 6 = Tﬂ Or, il
y a trois solutions donnant des valeurs d’argument différentes : pour k = —1, k =0et k =1,

7;71' 27/77 . 1T 1T
qui donnent respectivement R 0 et R On retrouve bien : § = {610; e_QT; eQT}.
On pourrait choisir, plus simplement, de prendre pour valeurs de k 0, 1 et 2. On a alors :

0. 2im  dim . A
S= {elo; es;es }, ce qui est le méme ensemble.

0

. 2km
. En posant de méme =z = €', on obtient 6 = = avec k € 7Z. Cela nous donne cinq valeurs

crs . 0. 2im  dim  6im  8im
différentes d’arguments, pour k allant de 0 a 4. On a alors : § = {ezo;e 5,5 :e5 ;€5 }



