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Devoir surveillé n°07 — mathématiques

Correction
Exercice 1
4 14 40 122
1. = - = : = —~1 : = — ~ : = — ~1,01.
(a) uy 5 0,8 ; us 13 08 ; us T 0,98 ; uy 131 0

(b) On voit bien que up > 1; u; < 1;us >1; ug <1; uy > 1 donc le signe des différences

(u, — 1) change a chaque rang :

e si n pair I'expression est positive ;
e si n impair I'expression est négative.
Autrement dit le signe est le méme que (—1)".
Uy +2— (2u, +1) 1—u,
2, + 1 C Qu, + 17
(d) On a admis au début de I’énoncé que tous les u, sont strictement positifs (on pourrait le
démontrer par récurrence). Soit P(n) : « (u, — 1) a le méme signe que (—1)" ».

Initialisation : Faite au (b); en particulier, P(0) est vraie.

Hérédité : Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que (u, — 1) ait le signe de
(—1)™ alors (1 — u,) a le signe opposé de (u,, — 1) donc a le signe de (—(—1)") donc de
(—=1)"*! et (2u, + 1) > 0, vu que tous les u, sont strictement positifs, donc la fraction

",
2u, + 1
(ung1 — 1) ale signe de (—1)"*1, Phérédité est prouvée.
Conclusion : Par le principe de récurrence, on a démontré que pour tout n de N, (u,, — 1)

a le méme signe que (—1)".

(C) Up4+1 — 1=

a le signe de (—1)"*! et comme elle est égale & (u,1; — 1), on a prouvé que

2. Vu que tous les u,, sont strictement positifs, la suite (v, ),en existe .

(a) On a:
un+2_1 Up + 2 — (2u, + 1)
y :Un+1—1:2un—i—1 _ 2u, + 1 :un—|—2—2un—1:—un+1
T e 1 Un £2 0 w24 Quat ) w2420+ 1 Bug+3
2u, + 1 2u, + 1

(b) On poursuit les calculs de la question précédente :
U, +1 -1 u,—1 —1

— X v,

" = X —
3y, + 3 3 Up + 1 3

Up+1 =

La suite (v,),,cy est donc géométrique de raison 3

-1 1 n n
UO:ZE+1 :§d0ncvn:%>< (%1) ;vn:—(%l) +1 pour tout n de N.
(¢) (up+1)v, =u, —1donc u, (v, —1) = =1 — v,.
1+, .
On trouve bien que w, = ] v comme dit dans I’énoncé. Donc, pour tout n de N, on a
1— (—Tl)n+1

1 n+1
Comme la suite ((?) ) est une suite géométrique de raison q = 3 et comme

neN
—1 < q < 1, cette suite tend vers 0, et par composition avec la fonction x L‘r—”” qui est
x

continue et vaut 1 pour x = 0, on peut dire que : lim (u,) = 1.
n—-+o00



Exercice 2

l.(a) Onalzal’ =3+1=4=22= |2y =2

3 1 n
En factorisant : z4 = 2 (%_ + @§> =2 (cos% + 4 sin g) = 2¢'6.

De méme |zp]° =14+3=4=22= |25 = 2.

En factorisant : zg = 2 (—1 + zﬁ) =2 (cos 2—7T + 2sin 2—7T) — 267
2 2 3 3
(b) A appartient au cercle centré en O de rayon 2 et a la droite d’équation y = 1;
B appartient au cercle centré en O de rayon 2 et a la droite d’équation z = —1;
C se place grace a son abscisse et son ordonnée. Voir la figure a la fin du document.
(¢) On avu que |z4] =2=0A = |zg| =2 = OB : le triangle OAB est isocéle en O.

D’autre part on a trouvé les arguments de z4 et zg. Donc :
2. ® 4m 7w 3w

— s
(OA; O?) =aIgzp —AIBIA= o = T T T =5
Le triangle AOB est rectangle isocéle en O.
2. (a) On sait que zp = zpe'2 =izg = i(—1—3i) =3 —i.
D’autre part ﬁ—(ﬁ@zE—zB:zc<:>zE:zB—|—zC:—2+z'(\/§—3).

(b) OF (-2 —3) et AD (3 (3—+v3; —2). On calcule leur produit scalaire :
O?E = — ( —\/§) —2(\/5—3) = —2(3—\/§)+2(3—\/§) = 0, ce qui montre
que les vecteurs O? et E sont orthogonaux.

2 2 2 2
De plus Hﬁu = (-2)2+ (3= V3) et Hﬁ” = (3—V3)" + (—2)% : ces expressions

"~ 8]~ o] - ] = 05 a0

Zp — Z z
3. (a) OAB est rectangle isocéle en O, donc B0 _ 2B _; i (module 1, rapport des longueurs

ZA — 20
OB et OA et argument § mesure de I'angle ( OA O? , Soit zp = 124.

sont égales, donc H

Zp — 20 ZD . . .

= — =1, 801t zp = 12¢.
ZC — 20 zZC

Par suite, OBEC est un parallélogramme, donc C@ = O@ , autrement dit

Zp — zZo = zg — 2o. Or zgp = izy4, donc on a bien zg = 2 + 20 = 124 + 2c.

De méme, OC'D est rectangle isocéle en O, donc

(b) En utilisant les deux derniers résultats précédents :
Zzp—2a izc —za  i(zo +iza)

2E 124 + 2o 124 + 20
(c) En utilisant module et argument des deux nombres complexes précédents, on obtient :

ZD — ZA ZD — ZA

=1 =

AD
=17 — =1 AD =0F;
- M@OE & @)

Do (@, ﬁ) =argi = 5 Donc (OFE) L (AD).
ZE
Sans utiliser d’affixes connues, on arrive aux mémes résultats.

ZE

Exercice 3

1. Comme hn(l) Inz = —o0, hm fk( ) = —o0.
T—

1 1 1 1
2. On a iz) = n( ) . Comme lim =0et lim — =0, on en déduit par produit
xr xr :l(? T—+00 T T—+00 I

1
) = 0. Puisque z # 0, on peut écrire fi(z) = <fk( ?) —k+ —)

In(x)

des limites que lim

Tr—400 {L‘2



1 In(x
On sait que lim — = 0 et on vient de démontrer que lim (z) =0,
T——+oo T2 400 12
x
donc lim fi(z) —k+ — =—-k <0, et comme lim 2% = +o0 on a finalement par produit
r——+00 x2 ;L’2 Tr——+00
de limites : lim fi(z) = —oc.
T—r—+00
3. Puisque hH(l] fr(z) = —o0, Cy admet une asymptote verticale d’équation = = 0.
T—
4. fr, somme de fonctions dérivables sur |0 ; +o00], est dérivable sur cet intervalle et
' 1 ok 1 — 2ka?
x)=——2kr = ——-—.
k x x
5. On étudie le signe de la dérivée : Comme x > 0, la dérivée est du signe du numérateur et
1 1
1-2kr’=0&1=2kr’e1’= - r=——o0u1=——ro.

2k V2k V2k

_ 1
Donc sur |0 ; +oco[, la dérivée ne s’annule qu’en ——.

V2k
D’aprés la régle su signe du trindme 1 — 2ka?, la dérivée est du signe de —2k donc négative sur
1
0; ——| et positive sur | — ; +oo|, ce qui justifie les fleches du tableau de variations
} NeT } vk { 4

D’autre part f; a un maximum :

ER R R

1 1-In(2k 1
6. On peut considérer le maximum : 5= # Sh2k)=02k=1<k= 7

Exercice 4

Partie A : étude de la fonction

1. Pour tout réel z on a f(z) = ze®* X e + 1, or lim xe® = 0, donc par opérations sur
T——00
les limites lim f(z) = 1. On en déduit que la droite d’équation y = 1 est asymptote
T—r—00
horizontale a C au voisinage de —oo.
2. On a f(x) = we® x ¢! + 1, et, par opérations sur les limites (il n’y a aucune forme
indéterminée ici) : lim f(x) = +o0.
T—>+00
3. Par opérations usuelles sur les dérivées : f'(r) = 1e® 1+ 2 x 1 x e 1 = (2 4 1)e* L.

4. Pour tout réel z, e*~1 > 0, donc f'(x) a le méme signe que x+1. Orz+1>0& z > —1,
on en déduit donc le tableau de variation suivant :

T —00 —1 +0o0
Signe B o n
de f'(x)
1 +0o0
variations
de f
1—e2

Partie B : recherche d’une tangente particuliére

1. La tangente T, a pour équation y = f'(a)(z — a) + f(a), c’est-a-dire :

y=(a+1e* (v —a)+ac” ' +1.



2. Soit a > 0, alors :

O00;0€T, & 0=(a+1)e" ' (0—a)+ae’ " +1
& 0=c¢"Y-ad*—-a+ta)+1
& 1—ad%e =0

3. (a) En utilisant les opérations de dérivation, on a :
g () = 22" — %" = —p(2+x)e"

(b) Pour tout > 0, x +2 > 0 et par ailleurs e*~! > 0; on en déduit que ¢'(x) < 0 et donc
que g est strictement décroissante sur |0 ; +o0.

(c) Tout d’abord, 1 est une solution de I’équation considérée car 1 — 12!~ =1 -1 = 0.
Ensuite, la fonction g est continue et strictement décroissante sur |0 ; 400,
et glgli%g(x) =1let xll)rlloog(as) = —00.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe alors une unique solution de
I'équation g(z) = 0 sur U'intervalle |0 ; +ool.
Or 1 est solution de cette équation.
Conclusion : sur |0 ; +oo[,g(z) =0 z = 1.

4. La tangente cherchée est T}, elle a pour équation y = 2(z — 1) + 2, c’est-a-dire y = 2z

=




