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Récurrence
v

Exercice 1 (Rapide et classique) Démontrer les formules suivantes par récurrence :

?
n∑

i=0

i =
n(n + 1)

2
(n > 0).

?
n∑

i=0

qi =
1− qn+1

1− q
(n > 0), où q 6= 1.

? La dérivée de x 7→ xn est x 7→ nxn−1 (n > 1).
Utiliser pour cela la formule : (uv)′ = ________.

Exercice 2 (Une inégalité) On pose, pour n ∈ N, P(n) : « 2n > (n + 1)2 ».
1. Pour quelles valeurs de n est-ce que P(n) semble vraie ?
2. Démontrer (sans récurrence) que pour tout n > 6, 2(n + 1)2 > (n + 2)2.
3. Démontrer alors par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 6.

Exercice 3 (Moins classique) On considère la suite u définie par :
u0 = 1
u1 = 2
un+2 = 5un+1 − 6un

On souhaite démontrer que pour tout n > 0, un = 2n.
Pour cela, démontrer par récurrence que pour tout n > 0, « pour tout m 6 n, um = 2m ».

Exercice 4 (Une infinité d’identités remarquables) Démontrer par récurrence que :

pour tout n > 2,

(
n∑

i=1

ai

)2

=
n∑

i=1

a2i + 2
∑

16i<j6n

aiaj

Remarque : La partie délicate est la manipulation du signe Σ. On a
∑

16i<j6n

aiaj =
n∑

i=1

n∑
j=i+1

aiaj.


