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Devoir maison n° 03 — mathématiques
Correction
Exercice 1
1. La proposition est vraie par définition de la limite infinie, en choisissant A = 500.
2. La réciproque est :
« Si a partir d’un certain rang tous les u,, appartiennent a |500; +o0|,
alors u a pour limite 400 »

3. La réciproque est fausse, car la suite peut tout & fait ne pas avoir de limite, voire avoir une
limite finie. Exemples :
e u, =502+ (—1)", qui n’a pas de limite;
e v, = 1000 qui est constante donc a une limite finie.

Exercice 2
1. (a) Par opérations simples sur les dérivées, a savoir somme et produit par une constante,

1 4
on obtient f'(x) = 5 (1 - —2)
x

(b) Pour étudier les variations de f, on étudie tout d’abord le signe de f’ sur [2;4].
Ici, on peut se contenter de partir du fait que x > 2 :

r>2 = 22>4 car la fonction carrée est croissante sur [0; +oof
1 1
= — < 1 car la fonction inverse est décroissante sur |0; +oo|
x
4
= ——22—1 car —4 <0
x
4
= 1-—=20
x
= L 4 >0 L >0
—(1-=]= car —
2 x? 2
= fi(z) =0
Puisque f’ est positive sur [2;4], on en déduit que f est croissante sur [2;4].
)
(¢) On calcule f(2) =---=2et f(4):---:§ < 4.

Puisque f est croissante sur [2;4], alors pour tout = € [2;4], f(2) < f(x) < f(4).
Donc on a bien 2 < f(x) < 4.

2. On pose, pour tout n € N, P(n) : « 2 < u, <4 ».
On souhaite démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n € N.
eInitialisation : On a P(0) : 2 < wug < 4. Or up =3 et on a bien 2 < 3 < 4 : P(0) est vraie.
eEtape de récurrence :
On suppose que pour un entier n > 0 P(n) est vraie, autrement dit que 2 < u,, < 4.
On doit démontrer que P(n + 1) est vraie, autrement dit que 2 < u, 41 < 4
D’aprés ’hypothése de récurrence, on peut écrire que u,, € [2;4]. Alors d’aprés la question

précédente on peut conclure que 2 < f(u,) < 4.

1 4
Or f(u,) = 5 (un + u—) = Uy,11. Donc on a bien 2 < u, 1 <4 : P(n+ 1) est vraie.

eConclusion : On a démontré par récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie, autrement
dit que 2 < u,, < 4.



