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Correction
Exercice 1
141 141
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(b) Voir 'annexe.
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alors [z = 1+ 1 =2, donc |z] = ‘/75 Donc z =

On cherche alors 0 tel que cosf = ‘/75 et sinf = \/75

s

Ainsi 6 = % et z = 72 (cos%Jrisin 4).
(d) OAg = |2z0| =19 = 16;

OA, = |z =r = V&8 +82 = /64 x2=8V2;

AgAy = |21 — 20| = |8 + 8i — 16| = |—8 + 8i| = 8v/2.

On a donc OA; = ApAy, ce qui signifie que le triangle est isocéle en A;.

D’autre part (8\/5)2 + (8\/5)2 = 16%, donc AgA? + OA? = 042 :

D’apres la réciproque du théoréme de Pythagore le triangle O Ay A, est rectangle en A;.

En conclusion, le triangle OAyA; est isocéle rectangle en A;.

2. Ona:
1+i
T'ny1 = |Zn+1| = 9 Zn
141 . , .
=5 |zn]  (le module du produit est égal au produit des modules)
V2
= —’]"n
2
2 2
Tn+1 = 5T montre que la suite (r,) est géométrique, de raison ¢ = £
7\ 7\
Par suite, r, = rg (%) =16 (%) .

2 2\
Comme 0 < \/7_ < 1, alors lim (%) =0, donc lim 7, =0 et la suite converge vers 0.

n—+o00 n—+00
Comme r,, = |z,| = OA,, cela signifie que la limite des points A,, est le point O.
3. (a) Quel que soit le naturel n :
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AnAn—l-l = |Zn+1 - Zn| = ‘
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(b)

Exercice

1. (a)

(b)

L,, est donc la somme des n (sauf ry) premiers termes de la suite géométrique (r,,).

1—q" 1 <é§)
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D L,=r—— =8/2— "7
onc " V2 R
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2 n
On sait que lim (%—) =0, donc :

n——+o00

b - SY2 _16v2 16v/2 16 16 (V2+1)
m L, = = =
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=16 (vV2+1).

2

On lit f(1) = yp = 2 et pour f/(1), on lit le coefficient directeur de la tangente a la
courbe C au point d’abscisse 1, c’est a dire le coefficient directeur de la droite (C'B), qui
est horizontale, donc f'(1) = 0.

La fonction f est dérivable sur |0 ; 4o00], en tant que quotient de fonctions dérivables sur
cet intervalle (le dénominateur ne s’annulant pas sur cet intervalle). On a :

1
<O+bx;) Xz —(a+blnz)x1

b—(a+blnx)
f/<£L') = 22 = 2
b—a)—bl
Soit effectivement : f'(x) = (b=a) 5 nr
x

bln(1

On en déduit : f(1) = a—l—fn() =a+0=a, or d’aprés le 1.(a), f(1) =2, donc a = 2.
b—2)—bln(1
Du coup, on a f'(1) = ( )12 n(l) =0b— 2, or d’apreés le 1.(a), f'(1) =0, donc b = 2.
On reprend la forme de f’ obtenue précédemment, en remplagant a et b par 2, et on a :
, —2Inzx 2

fl(x) = o X (—Inz).

2
Puisque pour tout x élément de |0 ; +oof, — est un nombre strictement positif, on en
x

déduit que la dérivée de f a bien le méme signe que — In x pour tout z élément de |0 ; +oo.

Quand z tend vers O : lir% Inx = —oo donc, par limite d'un produit et d’'une somme :
Tr—>
lim2+42Inz = —o0.
z—0
Comme par ailleurs liH(l) x = 0%, alors, par limite d’'un quotient, on a hH(l) f(z) = —o0.
T T

Quand z tend vers 400, on va utiliser la forme de f présentée dans la question :

1 Inx
lim —=0,et lim —— =0, donc par limite d’une somme, puis par produit par 2 :
T—+o0o I r—+00 I

A ) =0
On peut donc dresser le tableau des variations de f :
x 0 1 +00
—Inx + 0 —
2
f(x) -~ \ 0
—00

La fonction f est continue et strictement croissante sur I'intervalle |0 ; 1] et 1 est une valeur
strictement comprise entre lir% f(z) et f(1), donc l'application du corollaire au théoréme
T—

des valeurs intermédiaires garantit I’existence d’une unique solution a I’équation f(x) =1
sur l'intervalle |0 ; 1], qui sera notée a.



(b) Gréace a la calculatrice, on peut trouver une valeur approchée de /3, et on observe alors que
obtient 5 < < 6. Le nombre entier n cherché est donc 5.

4. (a) Voir I'annexe.

(b) Cet algorithme renvoie les deux bornes obtenues pour encadrer le nombre « par dichotomie,
avec une amplitude au plus égale a 0,1.

(c¢) Pour que l'algorithme donne un encadrement de /3 avec la méme précision, il faut modifier

Iinitialisation, en mettant :

Affecter a a la valeur 5.

Affecter & b la valeur 6.
Puis, dans le traitement, modifier le test « Si » pour qu’il soit : « Si f(m) > 1 », afin de
prendre en compte la décroissance de f sur 'intervalle [5 ; 6.
(Une autre possibilité serait d’affecter 6 a a et 5 a b, et de modifier le « tant que » pour
avoir « tant que a — b > 0,1 » et alors a serait la borne haute de I'’encadrement, et b la
borne basse).

Exercice 3
Partie A
En utilisant les données du texte, on peut construire ’arbre pondéré suivant :

0,30 C MnC

s
0,10 M\_ B
1-030=070 C MnC
/Oﬁ/c MncC

1—-0,10 =0,90 M

1-0,08=092 C

S
D
Ql

l.(a) PIMNC)=P(M) x Py(C)=0,1x0,3=0,03

(b) D’aprés la formule des probabilités totales :

P(C)=PMNC)+P(MNC)
= P(M) x Py(C)+ P(M) x Py(C) =0,1x0,34+0,9 x 0,08 =0,034 0,072 = 0,102

2. On choisit au hasard une victime d’un accident cardiaque.

La probabilité qu’elle présente une malformation cardiaque de type anévrisme est Po(M) :
P(MnC) 0,03

P(C) 0,102

Po(M) = ~ 0,2041

Partie B

1. On peut considérer que choisir au hasard un échantillon de 400 personnes peut étre assimilé
a un tirage avec remise de 400 personnes dans la population totale.
Or la probabilité qu'une personne souffre d’'une malformation cardiaque de type anévrisme
est P(M) = 0,1 d’aprés le texte.
Il s’agit donc de la répétition, n = 400 fois et de maniére indépendante, d’une épreuve de
Bernoulli de paramétre p = 0,1.

Ainsi la variable aléatoire X qui donne le nombre de personnes souffrant de cette malformation
cardiaque suit une loi binomiale de parametres n = 400 et p = 0,1.

400 35 _ 400—35 .
35) 0,135(1 — 0,1) ,

le résultat donné par la calculatrice est approximativement 0,049 1.

2. Comme X suit la loi binomiale B(400;0,1), P(X = 35) = <



3. La probabilité que 30 personnes de ce groupe, au moins, présentent une malformation car-
diaque de type anévrisme est P(X > 30) qui est égale a 1 — P(X < 30) =1— P(X < 29).
D’apreés la calculatrice, P(X < 29) ~ 0,035 7, donc P(X > 30) ~ 0,964 3.

Exercice 4

Partie A
. .er ) x L. _
1. D’aprés le cours, lim — = +o0; donc lim — =0 soit lim ze ™™ = 0.
r—+o00 I z—+o0 T T—+00
Donc lim f(x)=0

T—r+00
2. La fonction f est dérivable sur R donc sur [0 ; 400 et :
flley=1xe*4+x(-1lxe*)=e—gze*=(1—x)e®
Pour tout réel x, e=* > 0 donc f'(x) est du signe de 1 — z, expression affine avec a = —1 < 0
qui s’annule en 1. De plus, f(0) =0 et f(1) =L
D’ou le tableau de variation de la fonction f sur [0 ; +oo] :

z 0 1 +00
f'() + 0 -
0 0

Partie B

1. Voir 'annexe.

2. Soit P, la propriété u,, > 0.

e ug = 1> 0 donc la propriété est vraie au rang 0.

e On suppose la propriété vraie au rang p > 0, c’est-a-dire u, > 0.
Pour tout réel z, e=* > 0 donc pour tout réel z > 0, ze=* > 0 donc f(x) > 0.
Or upy1 = f(u,) et u, > 0 (hypotheése de récurrence) ; donc f(u,) > 0 et donc uypq > 0.
La propriété est vraie au rang p + 1.

e La propriété est vérifie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout p > 0; elle est donc
vraie pour tout n > 0 d’aprés le principe de récurrence.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, u, > 0.

3. Pour tout réel z > 0 :
—2<0s e <e’ croissance de la fonction exponentielle

Se v <l

Sxe¥<x carx >0

& flr) <
Donc, pour tout = > 0, f(x) < z; or, pour tout n, u, > 0 donc f(u,) < u, ce qui veut dire
que Up41 < uy,. La suite (u,) est donc décroissante.

4. (a) La suite u est décroissante, minorée par 0, donc d’apreés la suite u est convergente.

(b) On résout l'équation ze™*

re"=xsx(e-1)=0 Sr=0oue®—1=0
Sr=0oue*=12=00u —ox=0
Donc la limite de la suite (u,) est égale a 0.

=X



ANNEXE

EXERCICE 1
Y
As | Ay
As 1
2
| | | AVO\ | | | | | | | |
Ay 1 9 Ay x
\
A5 A |
EXERCICE 2
Rigoureusement, si l’on considére I’étape 1 comme l'initialisation :
étape 1 | étape 2 | étape 3 | étape 4 | étape 5
a 0 0 0,25 0,375 | 0,4375
b 1 0,5 0,5 0,5 0,5
b—a 1 0,5 0,25 0,125 | 0,0625
m 0,5 0,25 0,375 | 0,4375
on acceptera cependant :
étape 1 | étape 2 | étape 3 | étape 4 | étape b
a 0 0 0,25 0,375 | 0,4375
b 1 0,5 0,5 0,5 0,5
b—a 1 0,5 0,25 0,125 | 0,0625
m 0,5 0,25 0,375 | 0,4375
f(m) | ~123 | ~—-3,09| ~0,10 | ~0,79 | ~ 1,03
Une ligne a été ajoutée pour indiquer les images obtenues.
EXERCICE 4
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