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Exercice 1

1. L’aire de OPMQ est égale & OP x PM =z x f(x) =

2. (a)

4x
et 41"

On sait que lim ze® = lim e =0, donc lim g(z)=1.
T—>—00 Tr——00 Tr——00

D’autre part, g(x) =e*(1 —x) + 1.

Or lim e*=+4oc0et lim 1—2 = —o0. Donc lim g(z)= —oc.
T—+00 T—+00 T—+00

Calculons tout d’abord : ¢'(z) = e* —(e" +ze”) + 0 = —xe”.
(nous avons utilisé la formule (uv)" = v'v + uv’)

On sait que € > 0, donc ¢’ est du signe de (—z) et on obtient :

z —00 0 +00
Signe de ¢'(z) + 0 -
variations / 2
de ) 1 \ S

Sur [0;4o00[, g est continue (comme composée de fonctions de références continues) et
strictement décroissante d’aprés le tableau de variations.

De plus, g(0) =2 >0 et xgrfoog(m) = —00.

Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel
a € [0; +oo] tel que g(a) = 0.

Or d’apres le tableau de variations, sur | — oo; 0 la fonction est strictement positive, donc
I'équation g(z) = 0 n’a pas de solution sur cet intervalle.

On peut donc affirmer que ’équation g(x) = 0 admet dans R une seule solution «a.

On remarque au préalable que g(1) = 1 # 0, donc « # 1. Par suite,

gla) =0 e*—ae*+1=0
< e*(1—a)=—1 (en factorisant)
—1 1
& et = = (a #1)

l—« a—1

D’aprés les variations de g et le fait que g(a) = 0, on obtient :

x —00 « —+00
Signe de g + 0 —
4x0 0
On a A(0 —=0
nadl) =527 =3
x 4 1
De plus, A(z) = — X T Or lim —=0et lim 1—|— — =1. Donc lim A(z)=0.
er z—4o00 T r—+o00 Z—>+00

L+



/ 1,y /
(b) On calcule A’'(z) en utilisant la formule <E> _Lemur
v v?
Alr) = 4(e”"41) — 4z x €” _ 4(e”" 41 —ze”) _ 4g(z)

(ex +1)2 (e:p +1)2 (e:p +1)2
4
Comme W > 0 (le carré est positif), on en déduit bien que A" est du signe de g.
ex
(c) On exprime : A(a) = —2— Or on sait que ¢ d
¢) On exprime : A(a) = . Or on sait que e®* = ——, donc :
P e +1 d a—1’
4o 4o 4o 4
a—1 a—1 a—1 a—1
(d) D’aprés les questions précédentes, on obtient donc :
x 0 o +00
Si !
igne de A'(x) n 5 B
(soit de g(z))
variations 4(a—1)

de f o — T

4. Comme A(x) est l'aire du rectangle OPM @, l'aire est maximale lorsque A(z) est maximale.
D’apreés le tableau de variation, c’est le cas lorsque x = a.
En utilisant la calculatrice, on obtient déja que 1,27 < o < 1,28.
Alors 1,08 < 4(av — 1) < 1,12, autrement dit 1,08 < A(«) < 1,12.

Ail ne s’agit pas de calculer A(1,28) et A(1,27) qui sont tous les deux inférieurs a A(«)!

5. Il suffit de montrer que les coefficients directeurs des deux droites sont égaux.

e Le coefficient directeur de la tangente est égal a f'(«).
4e” —4e™®

Or f'(z) =...= TEE T T A tep (on multiplie en haut et en bas par (e™%)?).
1
De plus, on rappelle que e* = L donce ™ =a—1et:
a j—
—4e™@ —4(a—1)
4 — g
f (O[) - (1 _‘_efoz)Z a2

e Le coefficient directeur de la droite (PQ) est lui obtenu a l'aide de la formule :

4 de™
yQ—yP:f(a)—O:ea—i—l:l—l—e—O‘: —4e™ :—4(a—1)
rg — xp 0—«a —a —a (I+e a?

(on utilise & nouveau la formule e = o — 1)
Comme les coefficients directeurs sont égaux, les droites sont donc bien paralléles.



