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Correction

Exercice 1
Soit z € C. Deux cas :

e Size A alorsx € ANC, donc x € AN B et en particulier x € B.

e Siz ¢ A, on a tout de méme x € AUC, donc x € AU B. Mais comme = ¢ A, alors
nécessairement x € B.

Dans tous les cas, x € B. Donc C' C B.

Exercice 2
On sait que 1 = e**™ pour tout k € Z. Notons z = re®®. Alors :
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Par unicité de la forme exponentielle, on en déduit que 77 = 1 (avec r réel positif) et 70 = 2k.

Alorsrzletezszﬂ.

On trouve 7 valeurs de k£ donnant des angles différents pour #, de 0 & 6 :

4m 61 8w 107 127

2r  4m  6n  8r  10x 12«
S:{l,e7,e7,e7,e7,e7,e7}

Exercice 3
n

n
On cherche la limite, lorsque n tend vers +oo, de u, = E o Or, pour tout i € {1,...,n},
n?+1
i=1

0<n®+1<n*+i<n?+n,et donc en appliqu%nt la fonction inverse (décroissante sur |0; +oc[) et

en multipliant par n > 0 : . Tous ces termes étant positifs, on obtient :
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soit encore :
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Or lim = lim
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Alors d’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit que lim wu, = 1.
n—-+0o00

=1 (on factorise par n? au numérateur et au dénominateur).

Exercice 4

On pose g(z) = f(x) — x. Puisque f(z) = z < f(z) —x = 0, chercher un réel z tel que f(x) =z
revient a chercher z tel que g(z) = 0.

Comme f est continue, g est elle-méme continue sur [0; 1] (comme somme de fonctions continues).
Or (0) = £(0) — 0 = £(0) > 0 (car £(0) € [0;1]), et g(1) = £(1) — 1 < 0 (car £(1) € [0; 1))

Si g(0) =0 ou g(1) = 0, alors le probléme est résolu (avec x =0 ou z = 1).

Sinon, le théoréme des valeurs intermédiaires nous permet d’affirmer qu’il existe un réel z € [0; 1] tel
que g(x) = 0. Un tel réel = (pas nécessairement unique) est alors solution au probléme.



Exercice 5

On pose x =1 et y =0. Alors |1 — 0| < |f(1) — f(0)], donc 1 < |f(1) — f(0)].
Or, quelque soit = € [0;1], f(z) € [0;1]; par conséquent |f(1) — f(0)] < 1.
On en déduit que |f(1) — f(0)] = 1, ce qui ne laisse que deux possibilités :

e soit f(1) =1et f(0)=0;
e soit f(1) =0et f(0) = 1.

Soit maintenant = € [0;1]. Alors |z — 0| < |f(z) — f(0)| et |1 —z| < |f(1) — f(x)].
En rappelant que f(z) € [0; 1], cela donne respectivement selon les deux cas donnés plus haut :

e r < f(r)etl—x<1— f(x),donc x < f(z) <z, soit f(z) =x;

e r<1—f(x)etl—uo< f(x),donc1l—az< f(x) <1—ux, soit fx)=1—=x.



