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Correction
Exercice 1
1. On sait que Z est imaginaire pur si et seulement si Z = —Z. Or :
— —1Z —1z
zZ—2 z—-2

& —iz(z —2) = —iz(Z — 2)
& —i2Z + 212 = —1z2z2 + iz
& 0z =iz

SZ=z

Autrement dit, Z est imaginaire pur si et seulement si z est réel. L affirmation 1 est donc vraie.

2. (a) Comme une exponentielle est toujours positive, on sait que quelque soit n € N, e’ > 0.
Alors — e < 0, puis 1 — e" < 1. Autrement dit w est majorée par 1.

L’affirmation 2 est donc vraie.

(b) Si v est majorée, alors il existe un réel M tel que quelque soit n € N, v, < M.
M

Alors, comme exp est croissante, e’ < eM donc —e’ > —eM puisw, = 1—e"» > 1—e.
Autrement dit w est minorée : 'affirmation 2 est vraie.
Exercice 2

1. (a) On exprime :

Iy N o1 1—2i
Un+1:Zn+1—zA:éz><zn+5—(4—|—22):§2><zn+1—22252 Zn + Iy
2

L (Zn+2—'4i) _ L (ZnJFW) :%i(zn+(—4—2i)):%i(zn—z,4)

7 2 1

(b) D’aprés la question précédente, u est géométrique de raison g = 52

Or up =29 — 24 =0 — (4 + 2i) = —4 — 24. Alors pour tout entier naturel n :

1 n
Up = q" X ug = (§z> (—4 — 21).

2. Les points A, M, et M, 4 sont alignés si et seulement si AM,, et AMnJri sont colinéaires.

Onaz—>:zn+4—z,4:un+4etzm:zn—zA:un.

AMn+4
OI' +4 4
1\" 1 1\" 1

On en déduit que AM,, 4 = 1_6AM"’ donc que les deux vecteurs sont colinéaires puis que les

points sont alignés.



Exercice 3

1. (a) f est de la forme uv avec u(x) = x, donc v/'(z) = 1, et v(z) = e!*"

v est de la forme e* avec w(z) = 1 — z°.

w'(z) = =2z et (e¥) = w'e®, donc v/(z) = —2ze' ™.

Par suite, f/ = (uv) = w'v + uv’, donc f'(z) = "% 4+ x (=2z) '™ = (1 — 2z%) e~
(b) Comme une exponentielle est toujours positive, f'(z) est du signe de 1 — 222

Cette expression est polynomiale de degré 2, avec a = —2 < 0.
1 -1

Or 1 — 222 = (1 — v22)(1 + v2z) a pour racines — et —.
(1= VE)(1+ VEn) ap et

On obtient alors le tableau de variations suivant :

1 1
x —00 ——= —= +00
V2 V2
1 — 222 — 0 + 0 —
. e
variations \ s /3
2
Calcul d'une des images :
1 1 1_(_L)2 1 1_1 1 1 1 \/E
—_— | = ——¢ V2 = ——e 2 = ———e2 = ———\/Je= —, | —.
(-38) - vz A AL P
1 1 2
2. Ona:f(ac):xel_”CQ:9(:el><e_”‘2:e><x><—2:e><—><gz:><x><—2:E xx—Q.
e’ T e’ r er

(on peut diviser par z lorsque x # 0).



