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Exercice 1

1.

La fonction f est définie pour tout réel x tel que z > 0 (a cause de In(x)) et In(z) —1 # 0 (un
dénominateur ne doit pas s’annuler).

Orln(z) —1=0&eher=1&z=ec

Ainsi, f(x) est défini sur |0; e[U] e; +00[, et en particulier sur D.

On sait que lim In(z) = —o0, et on a lim 2z + 1 = 1. Alors lim f(z) = 0.
z—0 z—0 z—0

Onaz>eehr>1<hz—-1>0.
Alors imlnz —1=0" et limlnz —1=0".
e <o

De plus, lim2x +1=2e+1 > 0.
r—e

Alors glﬂlél}e f(z) =400 et i%]%f(x) = —00.
1
Enfin, f(3e) = bet car In(3e) = In(3) 4+ In(e) = In(3) + 1.

In(3)

D’apreés ces résultats, on en déduit qu’il y a une asymptote verticale d’équation = = e.

f est de la forme Y avec u(z) =2z +1et v(z) =In(z) — 1.
v

1
Alors u/(z) = 2, V'(z) = —
T
/ Toy ol
Par suite, [/ = (E) = M et :
v v

, 2(In(z) = 1) — (2 + 1)§
R
~ 2x(In(z) — 1) — (22 + 1)
z(In(z) — 1)2
_ 2z In(z) — 4z — 1 _ g(x)
z(ln(z) —1)2 z(In(z) —1)2

On sait que lir%xln(x) = 0. Alors lin%len(a:) —4r—-1=2x0-4x0-1=-1.
T— T—
Et on a g(3e) ~ 0,61

On a ¢'(x) = 2Inz + 2z X 1 4 (on utilise (uv) = w'v + wv'). En simplifiant, on obtient
g (z) =2Inz — 2. !

On résout alors ¢'(x) >0 < Inz > 1<z >e.

Alors ¢'(x) est négative sur |0;e| et positive sur |e;3e].

6. On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 e 3e
Signe de ¢'(z) - 0 +
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7. D’apres les variations de g, on voit que g < 0 sur |0;e].

Ensuite, g est continue (car dérivable), strictement croissante sur [e;3e]. De plus, g(e) < 0
et g(3e) > 0. Donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un
unique réel « dans [e; 3 ¢] (et par suite dans |0; 3 e] solution de g(z) = 0.

Grace a la calculatrice on obtient o ~ 7,87.
8. On sait que sur D, x > 0; de méme, (In(z) —1)? > 0. Le signe de f'(x) est alors celui de g(z).
D’apreés les questions précédentes, on obtient (ne pas oublier que f n’est pas définie en e) :

T 0 e e} Je

Signe de f'(x) — - 0 +

e
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