Chapitre :

Suites

I. Définitions

® Activité : Fiche

Définition Une suite u de nombres réels est une fonction associant a tout entier naturel n supérieur
ou égal a un entier ng donné, un nombre réel u(n), noté wu,.

On dit que u, est le terme d’indice n (ou de rang n) de la suite.

On peut noter la suite u sous la forme (uy,)n>n,-

Remarque Le plus souvent, ng = 0. On note alors (u,),en. Parfois ng = 1.
Remarque Si ng = 0, le premier terme de la suite est uq, le second uq, etc...

Il ne faut donc pas confondre le rang (ou ’indice) avec le classement du terme dans la suite ; il peut
y avoir un décalage entre les deux.

Exemple
e La suite u définie par u,, = v/n — 2 est définie pour tout n > 2. On la note (uy),>2.
e La suite v définie par v, = 2n? + 3n — 5 est définie pour tout n € N. On la note (v, )nen-

II. Deux maniéres de définir

Définition Une suite u est définie de facon explicite lorsque le terme général u,, est exprimé en
fonction de n (u, = f(n)).

Exemple La suite u définie par u,, = —n?+7n—7 est définie explicitement. Ici, f(x) = —2?+ 72 —7.

On représente une telle suite en plagant les points (n; f(n)) dans un repére sans les relier.
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Définition Une suite u est définie par récurrence lorsqu’un terme de la suite est définie en fonction
du précédent. Plus précisément :

Un,, le premier terme, est donné
Upt1 = f(u,) pour tout n > ng, o f est une fonction

Exemple Soit u la suite définie par ug = 3 et u, 1 = u? — 4. La fonction f associée a la suite est
définie par f(z) = 22 — 4.

Remarque On peut représenter une telle suite sous forme de « toile d’araignée », ou de « marches
d’escaliers ». (voir fiche méthode ; on peut utiliser la calculatrice)

» Exercices : 1,2 page 120 (indice et classement des termes)

» Exercices : 3,5p120 puis 26,30 p121 (calcul de termes)

» Exercices : 34,35p121 (travail sur les indices)

» Exercice : 36p121 (calcul de termes avec des suites définies par récurrence)

» Exercice : (DM 7) 40p122 (récurrence d’ordre 2)

» Exercice : 43p122 (utilisation de la calculatrice pour obtenir les valeurs)

III. Variations, seuils et limites

1. Variations

Définition Soit v une suite définie pour n > ny.
e 1 est croissante si, pour tout n > ng, Upi1 > Up. Si Uyy; > Uy, elle est strictement croissante.
e 1 est décroissante si, pour tout n > ng, Uy < Up. Si Uy < Uy, elle est strictement décrois-
sante.
e 1 est constante si, pour tout n > ng, Upi1 = Up.
e u est monotone lorsqu’elle est croissante ou décroissante.

Remarque Une suite peut n’étre ni croissante, ni décroissante (donc non monotone)

Pour déterminer les variations d’une suite définie explicitement, on peut étudier la fonction.

1
Exemple Si u, = — (n > 0), comme la fonction f définie par f(x) = — est décroissante, u est
mpre n T

décroissante.

Dans le cas général, on étudie le signe de ;11 — w,.

Exemple Siu,.1 =wu,+ 7, onau, 1 —u,="7>0, donc la suite est strictement croissante.

» Exercices : 49,52p123 (explicites), 51p123 (récurrence), 53,54p123 (mélange)

» Exercices : (DM ?) 57,58p123 (propriété sur la somme de deux suites)



2. Seuils et limites

Dans certains cas, on peut chercher & déterminer des seuils. Cela signifie déterminer un rang ng a
partir duquel tous les termes de la suite sont supérieurs (ou inférieurs) a une constante donnée.

Exemple Soit la suite u définie pour tout n > 0 par u, = —;.
S — n

On peut démontrer que la suite u est strictement décroissante (mais toujours positive). On observe
que les valeurs prises par la suite sont de plus en plus proches de 0. On peut alors par exemple
chercher a partir de quelle valeur de n on a u,, < 1072

Pour cela, on résout :

u, <107% & % <1072
n

& 2 x10% < n? (on multiplie par des nombres positifs)
< V2 x 102 < n (on applique la fonction racine carrée croissante sur|0; +00])
& n>10V2

Le plus petit entier ny supérieur a 10v/2, autrement dit ny = 15, est donc le seuil a partir duquel
tous les termes de la suite sont inférieurs a 1072

Définition Quand, ayant fixé un réel A, il existe un rang n a partir duquel u,, > A, on dit que la
suite v a pour limite 400 quand n tend vers +o0o. On note

lim wu, = 4o
n—-4o0o

Exemple (Sans démonstration) Soit u, = 2". La suite u est croissante, et lim wu, = +oc.
- =+ n—+o00

La démonstration rigoureuse se fera plutdt en terminale.
Mais on peut voir que si on fixe un seuil de 10 000 par exemple, dés que n > 14, alors w,, > 10 000.

Définition Quand, ayant fixé un réel a > 0, il existe un rang de n a partir duquel 0 < u,, < a, on
dit que la suite v a pour limite 0 lorsque n tend vers +o00. On note

lim uw, =0
T——+00

Exemple (Sans démonstration) Soit u, = 5) :

La suite u est décroissante et u,, > 0 quelque soit n.

Si I'on fixe un seuil de 0,0001 par exemple, dés que n > 6, on a 0 < u,, < 0,0001.
» Exercices : 61,62p124 (seuils simples)

» Exercices : 65p124 puis 60p123 (algorithmique)

» Exercice : 66p124



IV. Suites remarquables

1. Suites arithmétiques

Définition Soit 1y un entier naturel, r un réel et (uy,),>n, une suite.
Si, quelque soit n > ng, up11 — u, = r, on dit que u est une suite arithmétique de raison r.

Remarque Cette définition donne une relation de récurrence pour la suite arithmétique :
Up41l = Up + T

Exemple La suite u définie par u,, = 5n + 3 pour tout n > 0 est arithémtique de raison 5. En effet,
Ups1 — Uy =D(n+1)+3—-(5n+3)=5n+5+3—-5n—3=5.

Plus généralement :
Toute suite de la forme u,, = r X n + a, avec r et a des nombres réels, est arithmétique de raison 7.
La réciproque est vraie :

Théoréme | Soit r un nombre réel et soit v une suite arithmétique de raison r, définie pour n > 0.
Alors pour tout n € N,
Up = Ug+7T XN

Plus généralement, pour tout p € N et n > p, u, = u, +7r X (n —p).

Cette derniére égalité est utile en particulier pour les suites dont le permier terme n’est pas uyg.

Remarque Ce théoréme donne une définition explicite des suites arithmétiques.

Propriété | Les variations d’une suite arithmétique dépendent de sa raison r :
1. Sir < 0, alors la suite est décroissante ;
2. Si r =0, alors la suite est constante;

3. Sir >0, alors la suite est croissante.
Démonstration : Evident d’aprés la définition.

Propriété | Soit u une suite arithmétique de raison r définie pour n > 0.
Pour tout n > 0, on définit S,, = ug + - - - + u,,. Alors

S, =(n+1) (UO;U">

Démonstration : S, = up+uy+---+u, = ug+(r+up)+---+(nr+ug) = (n+Lug+r(l+---+n).
1
Or, 1+-~-+n:@ car (1+---4+n)+(n+---+1)=nn+1).

1 1)2 1 1 1
nin+1) (n+ )u0+Tn(n+ ):n—2|— (2u0+nr):n;

Donc S, = (n+1)ug+r

2 2
Comme u,, = nr + ug, on trouve bien le résultat souhaité.

(uo+nr+ug).

» Exercices : 70,71,75,77p124

» Exercices : 85,86,87p125 (avec sommes)



2. Suites géométriques

® Activité : 4,5,6p108 (manipulation de puissances)

Définition Soit ny un entier naturel, ¢ un nombre réel et (vy,),>n, une suite. Si quel que soit n > ny,
Un+1

Un,

= ¢, on dit que v est une suite géométrique de raison gq.
Remarque Cette définition donne une relation de récurrence pour la suite géométrique :

Unt1 =4 X Up

Exemple Soit v, = 2 x 3" (n > 0). Alors v est une suite géométrique de raison 3. En effet,
Upy1 2 X Jntt
v, 2x 3"

De maniére générale, toute suite de la forme v, = b x ¢" (b et ¢ réels) est une suite géométrique de
raison ¢q. La réciproque est vraie :

Théoréme | Soit ¢ un réel non nul et v une suite géométrique de raison ¢. Alors quelque soit n > 0,
Up = Vg X qn
Plus généralement, pour tout p € Net n > p, v, = v, x ¢"7P.

Propriété | Les variations d’une suite géométrique v dépendent de sa raison ¢ :
e Si g > 1, alors v est croissante si vy > 0, décroissante sinon.
e Si0 < qg<1,alors v est décroissante si vy > 0, croissante sinon.

Démonstration : On étudie le signe de v, 1, — v, = vog" ™ — v9q" = v9q" (¢ — 1).
Dans tous les cas, ¢ > 0. le signe de v, 1 — v,, ne dépend alors que du signe de vy et de g —1. Il y a
donc quatre cas possibles, qui donnent les variations affirmées par la propriété.

Propriété| Soit v une suite géométrique de raison ¢ définie pour n > 0. Soit, pour tout n > 0,
Sp=vg+ -+ v, Alors, sig=1, S, = (n+ 1)vg et si ¢ # 1,
1 — n+1
5. = gl
l—q

Démonstration : Si ¢ = 1, alors S,, = vg+- - -+vg X ¢" = vg+- - -+v9g X 1" = v+ - -+v9 = (n+1)vy.
Sig#1, Sp=wv+vxq+t-+vgXq"=vgX(1+qg+-+q")
1_qn+1

Or, 1+q+-+¢")—ql+qg+---+¢")=1-¢" donc (1 +q+---+q") = -

D’ou le résultat.
» Exercices : 91,94,96,100p126
» Exercices : 102,104p126 (sommes)

» Exercice : 109p126



