IV. Suites remarquables

1. Suites arithmétiques

Définition Soit 1y un entier naturel, r un réel et (uy,),>n, une suite.
Si, quelque soit n > ng, up11 — u, = r, on dit que u est une suite arithmétique de raison r.

Remarque Cette définition donne une relation de récurrence pour la suite arithmétique :

Up+1 =

Exemple La suite u définie par u,, = 5n + 3 pour tout n > 0 est arithémtique de raison 5. En effet,
Ups1 — Uy =D(n+1)+3—-(5n+3)=5n+5+3—-5n—3=5.

Plus généralement :
Toute suite de la forme u,, = r X n + a, avec r et a des nombres réels, est arithmétique de raison 7.
La réciproque est vraie :

Théoréme | Soit r un nombre réel et soit u une suite arithmétique de raison r, définie pour n > 0.
Alors pour tout n € N,

Up =
Plus généralement, pour tout p € N et n > p, u, = u, +7r X (n —p).

Cette derniére égalité est utile en particulier pour les suites dont le permier terme n’est pas uyg.

Remarque Ce théoréme donne une définition explicite des suites arithmétiques.

Propriété | Les variations d’une suite arithmétique dépendent de sa raison r :
1. Sir < 0, alors la suite est décroissante ;
2. Si r =0, alors la suite est constante;

3. Sir >0, alors la suite est croissante.
Démonstration : Evident d’aprés la définition.

Propriété | Soit u une suite arithmétique de raison r définie pour n > 0.
Pour tout n > 0, on définit S,, = ug + - - - + u,,. Alors

S, =(n+1) (UO;U">

Démonstration : S, = up+uy+---+u, = ug+(r+up)+---+(nr+ug) = (n+Lug+r(l+---+n).
1
Or, 1+-~-+n:n(nT+) car (1+---4+n)+(n+---+1)=nn+1).

1 1)2 1 1 1
nin+1) (n+ )u0+Tn(n+ ):n—2|— (2u0+nr):n;

Donc S, = (n+1)ug+r

2 2
Comme u,, = nr + ug, on trouve bien le résultat souhaité.

(uo+nr+ug).

» Exercices : 70,71,75,77p124

» Exercices : 85,86,87p125 (avec sommes)



2. Suites géométriques

Définition Soit ny un entier naturel, ¢ un nombre réel et (v,),>n, une suite. Si quel que soit n > ny,
Un+1

= ¢, on dit que v est une suite géométrique de raison gq.
Un

Remarque Cette définition donne une relation de récurrence pour la suite géométrique :

Un4+1 =

Exemple Soit v, = 2 x 3" (n > 0). Alors v est une suite géométrique de raison 3. En effet,
Un+1 . 2 X 3n+1

v, 2x 3"

De maniére générale, toute suite de la forme v,, = b X ¢™ (b et ¢ réels) est une suite géométrique de
raison q. La réciproque est vraie :

Théoréme | Soit ¢ un réel non nul et v une suite géométrique de raison ¢. Alors quelque soit n > 0,
Up =
Plus généralement, pour tout p € Net n > p, v, = v, X ¢"P.

Propriété | Les variations d’une suite géométrique v dépendent de sa raison ¢ :
e Si ¢ > 1, alors v est croissante si vy > 0, décroissante sinon.
e Si 0 < q< 1, alors v est décroissante si vg > 0, croissante sinon.

Démonstration : On étudie le signe de v, 11 — v, = vog" ™ — 19" = voq™(q — 1).
Dans tous les cas, ¢ > 0. le signe de v,,11 — v,,, ne dépend alors que du signe de vy et de ¢ — 1. Il y a
donc quatre cas possibles, qui donnent les variations affirmées par la propriété.

Propriété| Soit v une suite géométrique de raison ¢ définie pour n > 0. Soit, pour tout n > 0,
Sp=vg+ -+ v, Alors,sig=1, S, = (n+ 1)vg et si ¢ # 1,
1 — n+1
g =y Lm0
l—q

Démonstration : Si ¢ = 1, alors S,, = vg+---+vg X ¢" = vg+- - +vo X 1" = v9+---+v9 = (n+1)vy.
Sig#1, Sy =v+vxXqg+-+voxq"=vgx(1+g+---+g")

1— n+1
Or, 14+q+-+¢")—q(l+q+--+¢")=1—¢"", donc (1+Q+~~~+q”):1—_qq

D’ou le résultat.
» Exercices : 91,94,96,100p126
» Exercices : 102,104p126 (sommes)

» Exercice : 109p126



