LYCEE MARIE CURIE MATHCO
Modéles discrets

Correction partielle

N

Exercice 14
1. Au bout de 1 mois, on a bien toujours u; = 1 (ce couple est nouveau né)

Au bout de 2 mois, on a us = 1 (le premier couple n’est 4gé que d’un mois).
Au bout de 3 mois, on a u3 = 1+ 1 =2 (le premier couple a 2 mois, et un nouveau couple
nait)
Au bout de 4 mois, on a uy = 2+ 1 =3 (on a toujours le nombre de couples précédents, et
on ajoute un nouveau couple pour le couple qui a au moins deux mois)
Au bout de 5 mois, on a us = 3+2 =5 (on a toujours le nombre de couples précédents, et
on ajoute un nouveau couple pour chacun des 2 couples d’au moins deux mois précédent)
Au bout de 6 mois, on a ug =5+ 3 = 8 etc.

2. Au mois (n + 2), on ajoute au nombre de couples du mois précédent u,,; un nombre de
nouveaux couples égal a celui des couples 4gés d’au moins 2 mois, donc le nombre de couple
d’il y a deux mois, u,

Autrement dit, pour tout n > 1, w10 = Upi1 + Up.

3. Pour répondre au probléme posé par Fibonacci, il faut calculer uq3. La suite étant définie
par récurrence, il faut calculer les termes les uns aprés les autres.
Avec la calculatrice, on obtient : u3 = 233.

Exercice 23
1. Fait a la calculatrice.
2. Les deux suites semblent décroissantes et converger vers 0.
3. Soit w la suite définie sur N par w,, = v,, — 2u,,.
(a) On a wy = vy — 2up = 20 — 2 x 10 = 0.
10+ 20 5x10—-20 30 60

gy 22X 0= U
8 1 2 1

Ensuite, w; = v — 2u; =
etc.

la suite w semble étre constante égale a 0.
(b) On exprime :

Wn41 = Un41 — 2un+1
Uy, + U, Su,, — Uy,

2 4
Uy, + Upy SU,, — Uy,
2 2
Up + vy — (B, — vy)
2
—4u,, + 2v,
2

= —2u, + v,

:’u}n

On en déduit bien que la suite w est constante.

Comme wy = 0, on en déduit bien que quel que soit n, w, = 0.



(¢) Comme w, =0 et w, = v, — 2u,, on en déduit que v,, = 2u,,.

., Su,, — Uy, Su,, — 2u,, 3
Par conséquent, u, 1 = = = —u,.

4 4 4

. : : . 3 .
On en déduit que la suite u est géométrique de raison ¢ = 1 et de premier terme ug = 10.

3 n
Autrement dit, u, = ug X ¢" = 10 X <—> .

4

) 3\" 3\"

Par suite, v, =2u, =2 x10x (=] =20(-| .
4 4

3

La suite v est donc elle aussi géométrique de raison ¢ = —

La raison ¢ étant telle que 0 < ¢ < 1, et les premiers termes ug et vy étant positifs, on
en déduit que les suites u et v sont décroissantes, et qu’elles ont pour limite 0, comme
conjecturé.

Exercice 24

Dans chaque cas, on veut Sg = vg + v; + - -+ 4+ vg (somme des 10 premiers termes).
1 — 9+1 1— 10
On utilise la formule du cours : Sg = vy x -7 vy X d

I—gq 1—g¢q
1. P 1Y
. Pourv, == ,q=
5) 4

1
2«
1—(1) o
Donc Sy = 1 x 2 2“’::2(1__;L) :42(1___1_)::2 1023 1023

o= 1.

1 210 1024 1024~ 512
2 2
2. Pour v, = -2x 15" g=15¢et vyg = —2.
10 10

Donc Sy = —2 x % = -2 X % =4 x (1-1,5'9) ~ —226,66
3. Si v a pour raison ¢ = 1,1 et pour premier terme vy = 4,

alor859:4><1_—1’110:4><1_—1’110:—40><(1—1110):6375

1-111 —-0,1 ’ ’

Exercice 25
1.OnaS,=1+02+02%+---40,2".
En posant v, = 0,2", on observe que S,, = vg + v1 + - + v,.
Or v est géométrique de raison 0,2 et de premier terme vy = 1, donc :

1 — gt 1—02m+1  1—02m
Sp =19 X ——— =1x =
1—g¢ 1-0,2 0.8
, ) , 1-0 5
Or, lim 0,2""'=0car0<0,2<1,donc lim S, =——=-=1,25.
n—4oo n—-4o00 0,8 4

(On remarque que la somme des deux premiers termes vaut déja 1,2, celle des trois premiers
termes vaut 1,24, donc ¢a s’approche trés vite de la limite).

2.0nasS,=-5-5x3—-5x3>—... —5x 3"
En posant v, = —5 x 3", on observe que S,, = vg + v1 + - + v,.
Or v est géométrique de raison 3 et de premier terme vy = —5, donc :
1 — qn+1 1 — 3n+1 1 — 3n+1 5

Sp=vg X ———— =-5HX —=-HX — =—x (1 -3

R 1-3 2 5 < ( )
Or, lim 3" = 400 car 3 > 1.

n—-+o0o

Donc lim S, = —o0.

n—-+o0o



3.0nasS,=2x0922+2x0,92>+---+2x0,92" =2 x0,92% x (140,92 + ---+0,92"2).
En posant v, = 0,92", on observe que S,, = 2 x 0,92%(vg + vy + - + Vp_2).
Or v est géométrique de raison 0,92 et de premier terme vy = 1, donc :

n—1 n—1 n—1
—q 1—0,92 1—0,92
S, =2 x 0,922 X ——— ] =2x0,922 x 1 x ———— =1,6928 x —————
(”0 1—g ) 1-0,92 0,08
Or, lim 0,08" ' =0car 0 <0,92 <1, donc lim S, = 1,6928 x —— = 21,16.
n——+0o n—-+o0o 8

J

Remarque Il existe une autre formule de somme dans le cas ol on commence par un
autre terme que vy dans la somme :

1 — qnfp+1

Up+Upp1+ -+ U, =7, X =

nombre de termes dans la somme

—4q

= premier terme X
l—gq
Avec cette formule :
OnasS,=2x0,922+2x0,92%+---4+2x0,92".
En posant v, = 2 x 0,92", on observe que S,, = vy + v+ -+ + v,,.

Or v est géométrique de raison 0,92 et de premier terme vy = 2, donc :

1 — gt 1—0,927! 1- 0,927
ST 9x0922x T g928— o

S, =
VT 1-0,02 0,08

Exercice 27

1. Augmenter de 5% revient & multiplier par 1,05, d’ou le « 1,05u,, ». Le nombre de calculatrice
vendues diminue en plus de 10 000, doit 10 milliers, d’otu : u,+; = 1,05u,, — 10.

2. (a) On cherche a tel que a = 1,05 — 10. Ainsi :

a = 1,050 — 10 < 10 = 0,05a
10

— —9
0,05 00

S a=
(b) Soit donc v, = u, — a = u, — 200.
On exprime :

Upt1l  Ups1 — 200
Up, u, — 200
1,05u,, — 10 — 200
u, — 200
1.05u,, — 210
u, — 200
1,05 <un - 12—3%)
u, — 200
B 1,05(u, — 200)
o, — 200
= 1,05 constante

Donc v est géométrique de raison ¢ = 1,05 et vy = ug — 200 = 600 — 200 = 400.
3. On en déduit que v, = vy x ¢" =400 x 1,05"
Or v,, = u,, — 200 donc u,, = v, + 200 = 400 x 1,05™ + 200.



4. On a lim 1,05" = +o00 car 1,05 > 1.

n—-+00

Donc lim wu, = +oo.
n—-+00

Avec cette modélisation, le nombre de calculatrices vendues semble tendre vers I'infini avec
les années (ce qui bien sir n’est pas réaliste).

Exercice 28

1. Augmenter de 4% revient a multiplier par 1,04, d’ou le « 1,04u,, ».
D’autre part, 156 étudiants démissionnent chaque année, donc u, 1 = 1,04u,, — 156.
On a uy = 27 500.

2. (a) On cherche a tel que a = 1,04a — 156. On résout cette équation :

a = 1,0da — 156 & 156 = 0,04«
156
S a=——=3900
“T 004
On a donc v, = u,, — 3 900.
Par suite,

Unt1  Upy1 — 3 900
vy Uy — 3900
1,04u,, — 156 — 3 900

Un — 3 900
~ 1,0du, — 4 056
 w, — 3900
1,04 (u, — 4.98)
T w, — 3900
~1,04(u, — 3 900)
 w, — 3900

= 1,04 constante

Donc v est géométrique de raison ¢ = 1,04 et vy = ug—3 900 = 27 500 — 3 900 = 23 600.
(b) On en déduit que v, = vy X ¢" = 23 600 x 1,04"
Or v, = u,, — 3 900 donc u,, = v,, + 3 900 = 23 600 x 1,04"™ + 3 900.
3.(a) Ona lim 1,04" = +o0 car 1,04 > 1.

n—-+00

Par suite, lim wu, = +o00
n——+0oo

La limite étant infinie, la capacité maximale d’accueil de 33 000 étudiants sera dépassée
au bout d’un certain nombre d’années.

(b) Pour déterminer 'année a partir de laquelle la capacité d’accueil de 33 000 étudiants
sera dépassée, on peut utiliser la calculatrice.

On trouve que pour n > 6, la capacité est dépassée.

Exercice 29
1. A l'aide de la calculatrice, on obtient us = 7,75, uz = 7,9375, etc.
La suite semble croissante.

D’autre part, elle semble converger vers 8, autrement dit étre telle que liril u, = 8.
n——+0oo



1

2. Soit v la suite définie sur N par v, = u, 11 — Zun
(a) On a:
Sy — (s — )
Upal — Uy = Un — —Upt1 — (Ups1 — —Up,
+1 (nt 1)+~ Un +H Ty
1 1
= Uny2 — Zun—‘rl — Upt1 + Zun
5 1
= Up42 — Zun+1 + —uy,
5 1 5 1
- Zun-i-l - Zun - Zun-i-l + Zun
=0
On en déduit que v,41 = v,, autrement dit que la suite est constante.
1 1
(b) Oncalculevozul—zu():?—z x4=T7T—-1=6.

Donc quel que soit n, v, = 6.

1 1
) n — Un - = nad 6= n — T Un.
I, Up = Un+1 — Jin, done U1 — U

1
On en déduit que u,.1 = —u, + 6 : la suite u est arithmético-géométrique.

4
(c¢) On résout :

1

3
r=-2r+6& -x=06

4

On pose w,, = u, — 8.
On démontre que w est géométrique :

wn+1

4

& 6><4
r = —
3

S =28

Wnp,

w est bien géométrique, de raison ¢ = 1

1 n
Donc w, = wy X ¢" = —4 X (Z) .

1
— constante
4

et de premier terme wy = ug—8 =4 —8 = —4.

Enfin, on rappelle que w, = u, — 8, donc u,, = w, + 8 = —4 x <—> + 8.



1\" 1
(d) On a lim (Z) :Ocar0<1<1.

n—-+o0o

Donc lim u, = —4 x 0+ 8 = 8 (ce qui était notre conjecture).
n—-+0o

Exercice 30

1. A l’aide de la calculatrice, on peut voir que la suite est non monotone, mais qu’elle semble
converger vers 1,4.

2. On résout (on cherche la valeur d’une suite constante qui vérifie la relation de la suite u :

2 7T 5 7
a=——a+- <o -a=<

3 3 3 3
o=

7
On pose v, = U, — =

5
On démontre que v est géométrique :

2
= _§ constante

2
Donc v est bien géométrique, de raison g = -3 et de premier terme :
o — T . 7 18
T s T 5T 57

18 2\"
Alors v, = vg X ¢" = i X (—§> .

. 7 7 18 2\" 7
Parsmte,commevn:un—g,onaunzyn+_:_>< _z +5_
7
3. OnaSn:u0+u1+...un.Orun:vn—i—g,donc:

7 7 7 7
Sn:U0+g+U1—|—g+"'+Un+g:<U0+U1+"'+Un)+<n+l)Xg‘



Or, v étant géométrique, on a, d’aprés le cours :

Vo+ v+ -+ U =09 X 1—g¢ 5>< < 2)
1 (-2
3
9 n+1
1— (-2
18 ( 3) 18 3 2\ "
= X = X=xX|1—|—=
5 o 5 5 3
3
B 54 . 9 n+1
25 3
2\""\ 54 7
Ainsi bien S, = |{1—( —= — 4+ = 1).
insi, on a bien ( ( 3) > ><25—|—5(n—|— )
9 n+1 9
. Le nombre (_5) tend assez rapidement vers 0, puisque 0 < 3 < 1.
o . 54 7
Ainsi, rapidement, S, est proche de (1 —0) x — + —(n+ 1).
25 5 PR
5
Autrement dit, en simplifiant et en développant, S, ~ % + R + 371
54 7 7

Comme n devient trés grand, les constantes % et R deviennent négligeables devant gn

. ) 7
(qui tend vers +o00 puisque R > 0).
7
Ainsi, pour n assez grand, .S,, vaut environ gn, c’est a dire 1,4n.

. . 7
Une autre maniére de penser est que, si on admet que u,, tend vers R (en s’en approchant

trés vite) comme on I'a conjecturé, la somme des termes (n + 1) premiers termes n’est

pas trés différente de (n + 1) x 5 qui elle-méme, lorsque n est trés grand, n’est pas trés

différente de gn



