LYCEE MARIE CURIE MATHCO

Modeles fonctionnels
Correction partielle

N

Exercice 4 (Dérivation — mélange)

1.

10.

f(x) = (22% — 3)? : f est de la forme u? avec u(z) = 223 — 3.

Alors v/(z) = 622 Or (u?)" = 2u/u, donc f'(z) = 2(622) (223 — 3) = 1222(223 — 3).

f(x) =4(—42* + 3x + 5)% : f est de la forme 4u? avec u(r) = —4z* + 3z + 5.

Alors v/(z) = =8z + 3. Or (4u?)’ = 4 x 2u/u donc f'(z) = 4 x 2(—8x + 3)(—42? + 3z +5) =
8(—8x + 3)(—4x? + 3x +5).

flx)=2(x —1)>+ 0,5z +2: f est de la forme 2u® + v avec u(z) =z — 1 et v(z) = 0,5z + 2.
Alors v/(z) =1 et v'(x) = 0,5. Or (2u® + v)’ = 2 x 3u'u* + v, donc

() =2%x3x1x(z—1)24+0,5=6(x—1)*>+0,.

2 1
flz) = Bi i 5 : f est de la forme % avec u(z) = 2x + 1 et v(z) = 3z + 6.
! loy !
Alors v/(xz) =2 et v'(x) = 3. Or (%) _uv Uvz uv
Doncf/<x>:2(3x+6)—(2x+1)3:6x+12—6m—3: 9 1 |
(37 +6)? (3x 4+ 6)2 (32 46)2  (x+2)?
-2 1
flx) = $2x+—|—1 . f est de la forme % avec u(r) = =2z + 1 et v(x) = 2% + 1.

/ Loy ol
Alors v/(z) = =2 et V'(z) = 2z. Or <E> = u
v v

—2(a*+1) — (—2z4+1)20  —22* —2+42° -2z 227 — 2z —2

Donc f'(z) = -
one f (.’L’) (33'2 + 1)2 (3:2 + 1)2 (.732 + 1)2
x? — u
f(zx) Y f est de la forme .
) = 20(20 —8) — (2 —3)2  22° — 162 +6
B (22 — 8)2 (22— 8)2
f(x) =3e™* : f est de la forme 3e* avec u(z) = —z2.

2

Alors /(z) = —2z. Or (3e*) = 3u'e*, donc f'(z) = 3(—2z) e = —6ze ™.
flx) =4—3e %13 : f est de la forme 4 — 3e* avec u(z) = —0,1z + 3.
Alors v/(z) = —0,1. Or (4 — 3¢*) = —=3u e, donc f'(z) = —3(—0,1) e7 013 = (0,3 e~ O1o+3,
f(z) =5z +10 : f est de la forme \/u avec u(z) = 5z + 10.

/

u 5
Al () =5.0 '=——d () = —F/——.
ors v () r (yu) NG onc f'(x) NETES
f(x) =22+ 1)e %7 : f est de la forme uv avec u(z) = 2z + 1 et v(z) = ™07,
Alors «/(x) = 2. La fonction v est, elle, de la forme e* avec w(z) = —0,5z.

Alors w'(z) = —0,5. Or (e¥)’ = w’e¥, donc v'(z) = —0,5e7%57,
Par suite, (uwv) = v'v + uwv’, donc f'(z) = 2e7%57 +(22 + 1)(—0,5e7057).
On peut factoriser par e~ %% :

f(x)=e"7(2-0,52x+1)) =e %2 -2 —0,5) = e (1,5 — z).



11.

12.

2.

f(z) = (0,52 — 1)e3* ! : f est de la forme uv avec u(z) = 0,5z — 1 et v(z) = 3T,

Alors u/(z) = 0,5 et v est, elle, de la forme e* avec w(x) = 3z + 1.

Alors w'(z) = 3. Or (e*) = w'e¥, donc v'(z) = 33+

Par suite, (uv) = u'v + uv/, donc () = 0,53 +(0,5x — 1)(3e* ).

La encore, on factorise par l’exponentlelle :

f'(x) =3 T1(0,5 4+ 1,5z — 3) = e3* (1,52 — 2,5).
r+1

f(z)=—— " festdela forme%avec ulz)=x+1letov(z)=ce
e

On a u/(x) =1 et v/(z) = 2e** (forme ev).
e’ —(z 4+ 1)2¢€?
(6233)2
On peut encore factoriser par I’exponentielle au numérateur et donc ensuite simplifier :
2x
ey = o -
(€%7) e

2z

Avec la formule on obtient f'(z) =

Exercice 20
D’apres le tableau de variations, on peut voir que :

Si k < —2,il n’y a aucune solution (—2 est le minimum);

Si k= —2, il y a une seule solution (z =1);

Si —2 < k < 3,1l y a deux solutions (une dans [—5; 1] et une dans [1;7]);
Si 3 <k <5, il y a une seule solution (dans [1;7]);

Si k> 5, il y a aucune solution (5 est le maximum).

Exercice 21
1.

(a) f(30) =3014 et g(30) = 3 480.
Lorsque le livre cotite 30€ 1’éditeur est prét a vendre 3014 livres, les consommateurs sont
préts a acheter 3 480.

L’offre est donc inférieure a la demande.

(b) f(30) =4130 et ¢g(30) = 2 540.
Lorsque le livre cofite 30€ I'éditeur est prét a vendre 4 130 livres, les consommateurs sont
préts a acheter 2 540.

La demande est donc inférieure a 'offre.
f est affine avec a = 55,8 > 0, donc f est croissante.
Autrement dit, quand le prix de vente augmente, I'offre augmente.
g est polynomiale de degré 3.
g'(z) = —0,0922 + 10x — 300, qui est du second degré.
On calcule A = b? — 4ac = 10* — 4 x (—0,09) x (—300) = 100 — 108 = —8 < 0 ¢’ n’a donc pas
de racine et est du signe de a = —0,09 < 0.
Ainsi, g est décroissante.
Autrement dit, quand le prix de vente augmente, la demande diminue.

On résout :

f(z) = g(x) < 55,87 + 1300 = —0,032° + 52 — 300z + 8 790
& 0,037% — 527 + 355,87 — 7490 = 0 (on passe tout a gauche)

On définit h(z) = 0,03z — 522 + 355,8x — 7490 (en fait, h(z) = f(z) — g(x)).
B (x) = 0,092% — 10x + 355,8 est polynomiale de degré 2.

Ona A= (-10)? — 4 x 0,09 x 355,8 = —28,088 < 0 donc il n’y a pas de racine.
Ainsi, b’ est toujours du signe de a = 0,09 > 0 et h est croissante.

Par suite, sur [15;75] :



e h est continue car dérivable ;
e h est strictement croissante;
0 est compris entre h(15) = —3 136,75 et h(75) = 3 766,25.
Donc d’apres le TVI, I’équation h(z) = 0 admet une unique solution xy sur [15; 75].
D’apres la calculatrice, x¢ ~ 33,615 89 ~ 33,62€.
Il s’agit du prix d’équilibre. Pour ce prix, 'offre est égale a la demande.
L’offre et la demande sont donc toutes les deux de f(xg) = g(x¢) ~ 3 215,77€.

Exercice 32
1. f(x)=2*—-3z+5:
On a f'(z) = 32> — 3 puis f"(z) =62. Or 6z > 0 <z > 0.

Alors :
T —00 0 +00
f(x) - 0 +
f concave convexe

Il y a un point d’inflexion d’abscisse x = 0.

2. f(x) =e" —%:rz :
On a f'(z) = " —z puis f"(z) =" —1.

Ore*—1>20ee>2lee*>2ler>0.

Alors :
x —00 0 —+00
f'// <x> _ 0 _'_
(@) T —
f concave convexe

Il y a un point d’inflexion d’abscisse x = 0.

3. fx)=(z—1)3+2
Ona f =u+2avec u(z) =z — 1 et donc u'(z) = 1.
Alors f'(x) = 3u/u?, donc f'(z) = 3(1)(z — 1)? = 3(z — 1)%
/= 3u?, donc f” =3 x 2u'u = 6u'u, donc f"(x) =6
Or6(z—1)20ecx—-120<2>1.

Alors :
x —00 1 +00
f"(x) - 0 +
f'(x) T —
f concave convexe

Il y a un point d’inflexion d’abscisse x = 1.



1

4 fe) = 2 +1

/
f= % avec u(x) = z* + 1. Donc v/(z) = 2z. Or f' = _u?; , donc f'(x) = (372_%
Par suite, f' = ~ avec v(x) = =2z et w(z) = (2% 4+ 1)%
v'(z) = —2. N
La fonction w est de la forme u?, donc w’ = 2u'u. Ainsi w'(z) = 2(2z)(2? + 1) = 4z(2? + 1).
Or [/ = W, donc

() = —2(z* +1)* — (—2x)(4z(2? + 1))

(22 +1)2)?
(22 +1)(=2(z* + 1) + 82?)

(22 4 1)
(2?4 1)(62% — 2)
(22 4 1)
2(x? +1)(3z% — 1)
B (22 + 1)
_2(32% — 1)
(224 1)3

comme z? est positif, on a x? + 1 positif, donc (22 4 1)3 positif.
2 est également positif.

Il reste a étudier le signe de 322 — 1, qui est polynomiale du second degré.

-1 1
On trouve (A...) deux racines : ¥y = — et 11 = —.
(A..) 1= gen= g
Ora=3>0, donc :

1 1
x —00 = = —+00
V3 V3
f"(x) + 0 - 0 +
f convexe concave convexe
1l int d’inflexion d’absci 1t tre d’absci !
a un point d’inflexion d’abscisse © = ——— et un autre d’abscisse z = —.
y p /3 3
5. f(z) =e* : de la forme e avec u(x) = —a2, donc u/(z) = —2x. Or f' = ue".
Donc f/(z) = —2ze™".
La fonction [ est de la forme vw avec v(z) = —2z et w(x) = f(x).

Alors v'(z) = =2 et w'(z) = —2z e,

Par suite, f/ = v'w + vw', donc f"(z) = —2e™ % —2z(—2ze ") = (=2 + 42%) e*".
L’exponentielle est toujours positive.

Il reste & étudier le signe de —2 + 422, polynomiale du second degré.

-1 1
— et —.
V2 V2

On trouve (A =...) deux racines :

Or a > 0, donc :



1 1
T —00 ——= —= +00
V2 V2
f"(x) + 0 - 0 +
f convexe concave convexe
1 1
Il v a un point d’inflexion d’abscisse £ = ——— et un autre d’abscisse £ = —.
y p \/ﬁ \/5

. f(x) =ze ™ : de la forme uv, dont la dérivée est u'v + uv'.

Ona f'(z)=e*—xe®=(1—x)e "

De méme pour dériver f’ :

f'(x)=—e*—(1—x)e™® = (r—2)e ” (attention aux signes).

Or I'exponentielle est toujours positive, il reste a étudier le signe de (z — 2), affine.
Or:z—2>20& 2> 2.

Donc :
x —00 2 400
1" (z) - 0 +
f'(x) T —
f concave convexe

Il y a un point d’inflexion d’abscisse x = 2.



