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Introduction

Dans le domaine de la logique mathématique, et plus particulierement dans celui
du calcul typé, il est possible d’introduire divers systemes de typage en fonction des
besoins. Celui que nous allons aborder ici est le A-calcul symétrique introduit par
Barbanera et Berardi. Celui-ci est explicitement basé sur une négation involutive,
et pour cela comporte des regles symétriques.

Ce calcul sera introduit en deux fois. En effet, dans une premiere partie, nous allons
introduire un calcul propositionnel dont nous allons prouver la forte normalisation,
bien qu’il ne vérifie pas la propriété de Church-Rosser. Ce calcul étant trop faible
d’un point de vue contenu algorithmique, nous allons alors dans une seconde par-
tie I’élargir. Le nouveau calcul sera noté )\lsjim—calcul pour la raison qu’il contient
Parithmétique de Peano.

Le )\IS:,K"—calcul est assez riche pour nous permettre de prouver un résultat d’extrac-
tion a partir d’'un théoreme dit de forme normale. Il s’agit par exemple, a partir
de certaines preuves d’existence d’un d’entier vérifiant une propriété, d’extraire par
réduction du terme associé un entier vérifiant la propriété. Pour que ce résultat
soit interessant, il est alors nécessaire que nous prouvions que la propriété de forte
normalisation est conservée. C’est ce qui occupera la troisieme partie.

Ce mémoire comporte donc essentiellement deux aspects. Le premier est I'introduc-
tion d’une méthode de candidats dits symétriques pour prouver la forte normali-
sation de chaque calcul. Cette méthode due a Tait et Girard utilisera fortement
I'existence d’un point fixe permettant de définir les candidats. Dans I’annexe de ce
mémoire, nous verrons d’ailleurs rapidement des mises en oeuvre différentes de cette
méme méthode, pour d’autres calculs du second ordre. Le second aspect est plus
algorithmique, puisqu’il s’agit de la preuve du théoreme de forme normal qui a des
applications pour 'extraction a partir de preuves dans 'arithmétique de Peano.



Notations utilisées

)\SynL

Prop désigne le lambda calcul propositionnel symétrique.

P[Q/z] = Pz := Q)] : le terme P dans lequel on a remplacé les occurences libres de
T par Q.

[t : A] ou [A] dans un arbre de preuve : hypothese qui a été utilisée.

F dans un arbre de preuve : une formule F qui est démontrable sans hypotheses.
FV(P) : 'ensemble des variables libres du terme P.

Vare : ensemble des variables de type C.

Terme : Pensemble des termes de type C.

SN¢ : 'ensemble des termes de type C fortement normalisables.

Les notations dépendant plus particulierement de définitions seront données au
cours du texte.



Chapitre 1

Un lambda calcul symétrique

1.1 Définitions

La base sur laquelle nous construisons les types est formée de deux ensembles
de base de types :

e lensemble des types atomiques A = {a,b, ...}
e 'ensemble des types atomiques de négation A+ = {at,bt,...}

Définition : (i) L’ensemble des types minimauz (nous écrirons aussi m-types) est
défini par la grammaire suivante :

Az=alat |[ANA|AV A

ol o parcourt A et at parcourt A*.
(ii) Uensemble des types est défini par la grammaire :

C:u=A| L

Il est nécessaire de définir les m-types car on souhaite avoir un calcul dans
lequel les formules ne contiennent pas l’absurde, qui dans un systéeme de typage
peut étre pensé comme le type vide. Un tel choix a été motivé pour des raisons
techniques, qui apparaitrons dans les prochaines pages. On remarque que ce n’est
pas une restriction, car la formule A A L peut étre identifiée & 1 et AV L avec A.

Par la suite, des lettres comme A, B, C, A1, Cs, ... dénoterons des types.

Nous devons définir, & cause de l'existence de A et de AL, ce qu’est la négation
d’un type, puisqu’elle n’est pas définie a partir de L.

Définition : La négation ALt d’un type A est définie par induction de la maniére
suivante :

(@t =at; (@t =a; (ANB)t =4t v Bt (AvB)t = At A Bt
On remarque alors que la négation de ce calcul est involutive :

Lemme : Soit A un type. Alors A*+ = A

Preuve : Elle se fait par induction sur I’écriture de A.

Si A=aq,alors (A1)t = (at)t =a= A

Si A=at, alors (AH)t = (b))t = ()t =at = A

Si A= BAC, alors (AY)t = (B+ v CH)*t = (CH)*t A (CH)*L, et par hypothese
d’induction (A+)t =BAC = A.

Si A= BVC,alors (AY)t = (Bt ACH)L = (CH)*t v (CH)*, et par hypothese
d’induction (A+)+ =BV C = A. O
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Définition : Les termes du calcul Prop

définis par les regles suivantes :

(calcul propositionnel symétrique) sont

var
4 A )
A A Py Ay P Ay .
() oi)(i=1,2)
<P1,P2> : Al/\AQ Uz(R) : A1 \/Ag
[ : A]
E P At P A
*
Pl )\) Pl*PQ L
AP i At
Par la suite, les lettres P, @), @1, ... désignerons les termes, et x, y, ... les

variables. Nous omettrons parfois d’expliciter les regles utilisées.

On appelle 'opérateur 'x’ 'application symétrique, du fait que si I’on se donne
deux termes PA et Q" (de type A+ et A = AL+ respectivement), PA & Q4 et
Q4 % PA” sont deux )\}s;zz;—termes valides.

Définition : On introduit maintenant les régles de Aiﬁg;—réduction :

B) (M. P)xQ —p PlQ/x] et BY) Q% (Ae.P) =51 PlQ/x]
Siz & FV(P) :
n Az.(Pxz) —, P et n)Az(z*P)—,. P
Pouri=1,2 :
7) (P1, Py) % 04(Q;) —x Pix Qi et 7)) 0i(Qi) * (Pr, Py) — 1 Q; x P;

Pour P de type L |, et E[—] un contexte de type L, tels que E[—] ne capture aucune
variable libre de P :
Triv) E[P] =7y P

Enfin, —1 est l'union des réductions définies ci-dessus, et — est la cloture réflexive
et transitive de —1.

En termes de dérivation, on peut voir les regles comme suit :

(B) :

[z @ A]
: Q:A
Pl ~
\z.P : At Q: A Plz:=Q] : L
A P)x@ : L
(n) :
P:A [z:AY
Pxx : L ~ P: A
Ax(Pxzx): A
(m) :
P A P A i:AiL
1 1 2 2 Q - . P . A Qi:quL
<P1,P2> : Al/\AQ CTZ(Qz) : Al \/A2 ~>

<P17P2>*Ui(Qi)ZL Pi*QiZJ_



Les régles (84), (n) et (7+) se voient de maniere semblable, grace au fait que "x’
soit symétrique. On remarque alors que 'on a la

)\Sym

Propriété : Les regles de Ap,.,,

-réduction conservent le type.

Définition : Soit k un entier naturel, et P un terme.
(i) k est une borne pour P si larbre de réduction de P a une profondeur < k.
(i) P est dit fortement normalisable si il a une borne. Autrement dit, P est
fortement normalisable si et seulement si toute réduction partant de P est finie, ce
qui est équivalent, par le lemme de Kénig, a : P a un arbre de réduction fini.

1.2 Remarques sur le calcul classique

1.2.1 Les regles de calcul

En regard du calcul propositionnel classique, pour lequel il est besoin de regles
supplémentaires, ici on peut les dériver. Nous avons défini I’élimination et I'intro-
duction de I'absurde, 'introduction de la conjonction et de la disjonction. Dérivons
les autres regles.

I’élimination de la conjonction :

[A7]
_
A NAy = (AF VAL Afv AL 9
I
J— )\)
A;

En définissant (il y a équivalence en logique classique) A — B =ppr AtV B, la
regle d’élimination de 'implication se dérive :

A [BY]
A—B=A'*"vVB AAB'=A4tvB)* ¢))
1 *)
5V

Voici la dérivation de la regle d’élimination de la disjonction :

4] B

é [Cﬂ c [Cﬂ)

T T
o ) -
AVB  AtABt=(AvB)* 0))
I )
C



Avant de finir, et pour clarifier la lecture, prouvons que - AV A+ :

[A] o)
[(AvAt)yt] avat™
1 *)
At Y
[(AV ALY aval
1 )
AvALM

Enfin, voila la dérivation de la régle d’introduction de 'implication :

4]

4 B

o —0
Av A+ Atve™! Atve ™’
Ve
A*vB=A-B
1.2.2 Les regles de réduction

La -réduction et la n-réduction définies dans le A}Zﬁ%—calcul peuvent étre vues

comme des cas particuliers de la S-réduction et la n-réduction du calcul classique.
Revoyons ces dernieres ; Pour 3 :

[z : A]
: v: A
u: B :
B
AMu:A—B wv:A ulz:=v] : B
(Azu)v : B

Pour 7 :
t:A— DB [x: A
(t)x : B —, t:A—B
Az(t)r : A— B

Si I’on considere que A* est vu dans le calcul classique comme A — L, on voit que
les réductions du )\f;%;—calcul sont celles du calcul classique dans le cas B =_1.

La A-coupure peut étre vue comme une w-réduction suivie d’une n-réduction.
En effet :

P A P: A, [xAj‘]
(Py, Po) : A1 N Ay oi(x) : Af Vv Ay
(P, Py) xoi(x) : L
Az((Py, Py) % oi(x)) = A;

Avec la suite de réductions :

At ((P1, Po) % 04(x)) —x At (P; % x) —y P;
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1.3 Forte normalisation de \p,

Le )\fﬂ;’;—calcul n’a pas la propriété de Church-Rosser. On peut vérifier que le terme

L L
T = Az® M My 205 (1)« (A2® 2 %08 (2))
a deux formes normales distinctes. En effet, on peut voir que T' se réduit par une
succession de regles (3) et (8+) a :

L

AT N (g % U‘f"ai Az .z x a‘j’ai (2))) AT N (g% US’QL Ay~ .z * af’“L (v)))

qui sont deux termes distincts.
Autre exemple peut-étre plus frappant, le terme

T = Xz{(Ay.((AMu.((y, z) x 02(u))) * t1)) * (Az.((Au.((z, 2) * o2 (w))) x t2))}

de type quelconque A, avec t; et to libres dans T quelconques et clos de type A,
peut se réduire soit a tq, soit a to. En effet, on a

T — Az{(Qy.((Auzxu) *t1)) * (Az.((Au.z xu) *t2))}
— Az (zxt1)) * (Az.(z xt2))}

Et & partir de 13, en utilisant la régle (3) ou (), nous obtenons une différence.
Dans le premier cas,

T o Az.(zxty)|y:=Ax.(zxta)] = Az.(z%t1) — &1
Dans le second cas,
T — Az.(z % ta)[x := Ay. (2 xt1)] = Az.(z % ta) — 1o

Par contre, on a le

Théoreme : Soit C un type. Alors tout terme de type C est fortement normalisable.
On peut aussi écrire
Termec = SN¢

Dans cette section, nous allons nous attacher a la preuve de ce théoreme. Mais
tout d’abord, introduisons encore quelques définitions.

1.3.1 Définition des candidats symétriques

Définition : Soient A, A1, Ay des m-types. Nous définissons les opérateurs :

Paira, a, : P(Termy,) x P(Terma,) — P(Terma,na,) Par
PG,Z‘TAI_’A2(X1,X2) = {<P1,P2> : A1 /\A2 | P1 S X1 et P2 S XQ}

S’igmafth2 :P(Terma,) — P(Terma,va,) Par
Sigmai‘l’AQ(Xi) = {Uz(Pz) : A1V Ay | P, e Xz} (l = 172)
Lambda s : P(Term i) — P(Termy) Par

Lambdas(X) :={ z.P: A|VQ e X P[Q/x]€ SN}

On peut remarquer immédiatement que pour A fixé, 'opérateur Lambda 4 est
décroissant (I’ordre est I'inclusion).



Définition : Soit A un m-type. Par induction sur la structure de A, nous définis-
sons simultanément :

(a) Les opérateurs :
Negy : P(Termyr) — P(Termy)
Negas : P(Terma) — P(Termar)

(b) les ensembles [A] et [A+]
Comme suit :

(a) soient X C Terma et Y C Termy.. Alors :

-SiA=aq,
Nego(Y) := Var,U Lambda,(Y)
{ Nego+(X) := Var,. U Lambda,.(X)
-8i A=Ay A Ay (et done A+ = A{ Vv Ay ),
Nega(Y) := VaryU Pair([A1], [A2]) U Lambda(Y)
{ Negqr (X) = Vary U (U?=1 Sigma®([A}]) U Lambda 4. (X)

-Si A= A;V Ay (et donc A+ = A A Ay ), comme la négation est involutive,
on doit définir en accord avec le point précédent :
Nega(Y) = VaraU (U?:1 Sigma®([A;]) U Lambda(Y)
Negsi(X) := Varyi UPair([AL], [A5]) U Lambda 1 (X)

(b) Du fait que Lambda s est décroissant, on observe de méme que Nega et Neg 1
sont aussi décroissants. Alors la composition des deux opérateurs Nega o Negy.
est croissante. Ainsi, une fois qu’ont été définis Nega et Negar pour un A fize,
il est possible, grace au théoréme du point fize de Tarski, trouver un point fixe de
cette composition. Notons X ce point fixe. Alors nous définissons :

{ [4 = Xo
[A*] = Negar(Xo)

Nous étendons la définition des ensembles [A] & tous les types en définissant
[[J_]] = SNJ_

Remarquons que comme [A] est un point fixe de Nega o Negy, 'opérateur
Nega vérifie I'égalité [A] = Nega([A*]). Nous avons alors une application

[-]: A—[A] C Termy
Qui vérifie [L] = SN et :

(i) Vary C[4]

(ZZ) <P1,P2> € [[Al /\Azﬂ s Pe [[Al]] et Py € [[AQ]]
(’LZZ) O'Z(Pz) S [[Al \/AQH & Pe [[Al]] (i:],,?)

(iv) Az.P € [A] & VQe[AY] PlQ/z] € [L]

Vérifions-le brievement :
(i) : Par définition méme de [A] = Nega([A1]), I'inclusion est donnée.
(ii) : Les seuls types s'écrivant (Py, Po) dans Nega,na,([(A1 A A2)*]) sont les
éléments de Pair([A1], [az]). Ainsi par définition de Pair, nous avons bien I’équi-
valence.
(iii) : Les seuls types s’écrivant o;(P;) dans Nega,va,([(A1 V A2)L]) sont les élé-
ments de Sigma®([A;]). Ainsi par définition de Sigma®, nous avons bien I'équiva-
lence.
(iv) : Les seuls types s'écrivant Az.P dans Nega([A1]) sont les éléments de 1’en-
semble Lambda([A1]). Ainsi, par définition de Lambda, comme [ 1] = SN, nous
avons aussi ’équivalence.



Ces ensembles [A] sont appelés les candidats symétriques. Il nous faut mainte-
nant prouver des propriétés qu’ils vérifient.

1.3.2 Propriétés des candidats symétriques

Lemme : Soit C un type. Alors
[C] € SNe

Preuve : Par induction sur la structure de C, considérons les différentes formes
d’un élément P € [C].

- Si P =z, il est clair que P € SN

-Si P = (P, Py, alors C = Cy A Cyq, et par (ii), P, € [C;] (i = 1,2). Par
hypothese d’induction appliquée a C;, on obtient que P; € SN¢,. Comme les seules
réductions de (Py, P5) possibles sont les réductions de P; et Py, P € SNe.

-Si P = 0;(P,), alors C = Cy V Cy, et par (#i), P; € [C;]. Par hypothese
d’induction appliquée a C;, on obtient que P; € SN¢,. Comme les seules réductions
de 0;(P;) possibles sont les réductions de P;, P € SN¢.

- Si P = \z.P’, alors z est une variable de type C*. Donc par (i), z € [C*] puis
par (iv), P’ € [L] = SN_. Toute réduction de Az.P’ est soit une réduction sur P’,
soit une 7 ou une n-réduction (losrque P’ = P{ %z ou P’ = x % P| respectivement).
Si k est une borne pour P’, on voit alors que k + 1 est une borne pour P. Ainsi,
P e SNe.

-Si P=P x Py, alors C =1, donc P € [L] =SN, =SN¢. O

Lemme : Soient C' un m-type et P € Termc. Alors
(a) (VQ € [Ct] PxQ e SN,)= Pe]C]

(b) (VQe[Ct] QxPeSN,)=Pe|C]

Preuve : Comme %’ est symétrique, il nous suffit de prouver (a). Cette preuve se
fera par induction sur la structure de P. Notons que comme C #.1, on ne peut pas
avoir P = P; x P;. Supposons donc que VQ € [Ct] P%xQ € SN,.

-Si P =aY, par (i) nous avons P € [C].

- Si P = (P, Py), alors C = Cy A Coq, et grace a (i) il suffit de prouver que
P; € [C;] pour i = 1,2. Gréace & 'hypothese d’induction, il suffit de prouver que
pour tout Q; € [Ci], PixQ; € SN,. Or, pour tout Q; € [Ci] et par (i),
0i(Q:) € [Ci v C5] = [C*+]. Par hypothese, nous avons alors P 0;(Q;) € SN,
Or ce dernier terme se réduit & P; x Q;. Donc P; xQ; € SN, et P € [C].

- Si P = 0;(P;), alors C = C; V Cy, et grace a (i) il suffit de prouver que
P; € [C;]. Gréace a 'hypothese d’induction, il suffit de prouver que pour tout terme
Qi € [Cit], PixQ; € SN,. Or, pour tous Q; € [[C'Jl]] (j = 1,2) et par (ii),
(Q1,Q2) € [C{AC5] = [C*]. Par hypothese, nous avons alors Px(Q1,Q2) € SN .
Or ce terme se réduit & P; x Q;. Donc P;xQ; € SN, et P € [C].

- Si P = Az.P’, alors par hypothese, VQ € [C*+] Mz.P'«Q € SN,. Or ce
dernier terme se réduit a P'[Q/z]. Ainsi, VQ € [C*] P'[Q/z] € SN, . Grace a
(iv) nous obtenons alors que P € [C]. O

Lemme : Soit C' un type. Alors :
Pe[C],P—1 P =P e]C]

Preuve : Par induction sur la composition de C, considérons P € [C].
-Si P = a%, P est normal, et donc il ne peut y avoir de réduction. Ce cas
n’existe donc pas.



-Si P = (P, P), alors C = C1ACy et par (i1), P; € [C;] pour i = 1,2. Alors soit
P, —; PJ, soit P, —; Pj. Disons que nous sommes dans le premier cas (le second
cas est symétrique). Alors P’ = (Pj, P»). Par hypotheése d’induction, P{ € [C1], et
comme P, € [Cs], par (%) nous obtenons P’ € [C].

-Si P = O'i(P,'), alors C = C; V Cy et par (ZZ’L), P, € [[Cz]] Ainsi, P, —4 Pi,7
et P’ = 0;(P/). Par hypothese d’induction, P/ € [C;], et par (i) nous obtenons
P’ e [C].

-Si P=MAz.R, alors il y a deux cas :

+ R —1 R et P/ = M\z.R'. Par (i), pour tout Q € [C*], R[Q/z] € SN .
Donc R'[Q/x] € SN et le point (iv) permet d’affirmer que P’ € [C].

+ R = S %z (ou par symétrie R = z % S) et P/ = S (c’est & dire que
'on a effectué une réduction 1 ou par symétrie n'). Pour prouver que P’ € [C], il
suffit par le lemme précédent de prouver que pour tout @ € [C1] S+Q € SN,.
Or z ¢ FV(S) par définition de la réduction n, donc R[Q/x] = S * Q et R[Q/x]
appartient & SN, grace & (iv). Ainsi, P’ € [C].

-Si P =P %P alors C =Let Pe[l] =SN,. Comme P—; P, nous
obtenons P’ € SN, = [C]. O

Lemme : Soit C un m-type et soient P € [C] et Q € [C*]. Alors
PxQ e SN,

ce qui équivaut a
VS(PxQ —1 S=S5€SN,)

Preuve : Prouvons d’abord I’équivalence des deux affirmations. Si P appartient
a SN, = [1], alors par le lemme précédent, nous obtenons immédiatement la
deuxi¢me affirmation. Si maintenant pour tout S, (P*@Q —1 S = S € SN,),
alors il est clair que P x Q € SN, puisque quelque soit la premiere réduction
appliquée a P % (, on aboutit & un terme fortement normalisable de type L.

Pour prouver le lemme, il nous suffit alors de prouver la seconde affirmation.
Comme [C] C SN¢, il existe une borne n pour P. De méme il existe une borne m
pour @. La preuve se fera par induction sur le couple (structure de C', n+m). Nous
avons huit cas a considérer, groupés par symétrie :

’ Q:)\l‘.Ql 5 S:Ql[P/{,E]

Pour ce cas, (iv) conclut immédiatement.

9 { P=(P,R) , Q=0(Q) , S=Fx*Q;
' P=oi(P) , Q@=(Q1,Q2) , S=PxQ;
On utilise induction sur la structure de C, et la premiere affirmation avec
P; € [Ci] et Q; € [C}] grace a (ii) et (iid).
3{P—>1P1 s S:P1*Q
N QR—1@Q1 , S=Px@
Par le lemme précédent, Py € [C] (resp. Q1 € [C*]). La borne de Py (resp. Q1)
étant strictement inférieur & n (resp. m), on obtient par induction sur la somme
n + m, et en utilisant la premiere affirmation, que S € SN .

4 { Px@Q —r1r0, S , S est un sous-terme de P

| PxQ —7. S , S est un sous-terme de @)
Ici, S étant un sous-terme de P ou @, qui sont fortement normalisables, est
fortement normalisable. Or S se réduit de P x @ qui est de type L. Par conséquent
S est de type L, fortement normalisable : S € SN . O

Lemme : Soit C un type et P € Terme tel que FV(P) C {zf, ... xA»}. Alors
VQi € [Ai]...Qn € [4n] PlQ1/z1,...,Qn/zn] € [C]



Preuve : Par induction sur la structure de P.

- Si P est une variable, il existe i tel que P = z; et C = A;. 1l suit alors que
PIQ1 /21, Qu/a] = Qs € [A] = [C].

-Si P = (P, P3), alors C = C1 AC5 et par hypotheése d’induction, pour i = 1,2,
PZ‘[Ql/le, ey Qn/xn] S [[Cl]] Alors par (ZZ), P[Ql/xl, ey Qn/xn] S [[C]]

- Si P =0y(F;), alors C = C; V C5 et en utilisant ’hypothése d’induction, on a
Pi[Q1/z1,. .., Qn/xy] € [Ci]. Alors par (i), P[Q1/w1,...,Qn/7n] € [C].

-Si P =P %Py alors C=L.51P € Termg,, ona Py € Termcf. Ainsi
par hypothese d’induction, nous avons P[Q1/%1,...,Qn/xs] € [C1] et également
Po[Q1/z1,...,Qn/xn) € [CL]. Alors P[Q1/x1,...,Qn/zs] € [L] = [C] grace au
lemme précédent.

-Si P = \y.Py, alors y & {zf,..., 22} (y n'est pas une variable libre de
P). Ainsi, P[Q1/x1,...,Qn/xn] = My.P1|Q1/x1,...,Qn/xy]. Par (iv), il suffit de
prouver que VQ € [CY] Pi[Q1/z1,...,Qn/Tn,Q/y] € SN, . Or cela provient de
I’hypothese d’induction. O

1.3.3 Preuve de la forte normalisation
Rappelons le théoreme :
Théoréme : Soit C' un type. Alors
Termec = SN¢o

Preuve : 1l est clair que SNo C Terme. Prouvons donc l'autre inclusion. Soit
donc P € Terme. Notons FV(P) = {2i,... 2}, Alors pour tout i, x; € [A;]
par (i). Le lemme précédant permet d’affirmer que P = Plxy/21,...,x,/x,] € [C].
Alors nous savons que P € SN¢. O



Chapitre 2

Arithmétique de Peano

Le )\}szz;—calcul défini et étudié dans le chapitre précédant est trop pauvre pour
permettre la recherche du contenu algorithmique des raisonnements classiques. En
fait, il ne s’agissait que d’un point de départ. Nous voulons une logique dans laquelle
il est possible d’exprimer et de prouver des programmes ayant plus de contenu que
le calcul propositionnel. Le choix a donc été 'arithmétique de Peano. Dans la suite
nous allons définir un calcul, correspondant & une version de déduction naturelle

. i . . s [

de l'arithmétique de Peano, basé sur le systeme A P%;. Ce nouveau calcul sera noté
Sym

Apa -

2.1 Définitions

Les types atomiques pour ce calcul ne vont plus étre les méme que pour le

)\ffi;';—calcul. Ici, les types atomiques seront formés a partir de PA-termes de type

Int. Il nous faut donc dans un premier temps définir les PA-termes. Comme dans le
chapitre précédant, nous allons commencer par définir les méthodes de contruction
des termes, pour ensuite donner les regles de réduction pour les PA-termes, puis
les )\g%m—termes.

Définition (PA-termes) : (i) Les types sont construit par la grammaire suivante :
G:=Int|G—G

ou Int est le type de constante.
Les PA-termes sont tous les termes construits a partir des régles de construction
sutvantes. Soient g une variable numérique ou fonctionnelle, G, G1 et Go des types.

g : G 0: Int

(9" : Gy
pr: G — Gy p2: Gy
p: G (p1)p2 : Go
)\gGl.p : G1 - G2

w : Int u:Int p: G f:Int—-G—G
su : Int Rec(u,p, f) : G

(ii) Sur les PA-termes, on définit les régles de réduction :
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Bpa)  (Ag-p)q —ppa  Pla/d]

Recy) Rec(0,p, f) —Recy D

Recs) Rec(su,p,f) —pree. [(u)Rec(u,p,f)

(i4i) Nous noterons —1pa la réunion des réductions définies ci-dessus, et —pa
la cloture réflexive, transitive et contextuelle de —1pa. Nous noterons enfin ~ la
plus petite relation symétrique obtenue par —pa

On peut remarquer que 'on a la
Propriété : Les régles de réduction des PA-termes conservent le type.

Par la suite, les variables numériques (du type Int) seront notées n, m, ..., et
les PA-termes seront notés u, v, t, ...

Nous verrons plus loin, au chapitre suivant, que les PA-termes sont fortement
nomalisables. Alors & un PA-terme ¢ sera associé nf(t), sa forme normale. Le terme

t sera dit nombre si il vaut 0 ou s**10 pour un entier naturel k, out s = 0 et
skT10 = s(s*0).

Définition (Ap4"-termes) : (i) Les types du systéme \pi™ sont définis de la
maniére suivante. Soient

A ={u=v|u,v PA-termes de type Int}
et

At = {u # v | u,v PA-termes de type Int}

Alors les types minimaux sont définis par la grammaire

Auz=alat |[ANA|AV A|3n.A|Vn.A
ot € Aetatec AL

La négation des types minimaux est définie par induction de la maniére suivante

)J_ €1

=a (at)t

(«
(ANB)Yr =AtvBt  (AvB)t =4t AB*t

(Fn.A)*t =vn.AL (Vn.A)t = 3n.At

=«

Les types sont alors définis par la grammaire
C:u=A| L

)\Sym

Ce que nous définissons ici est bien une extension du Prop

-calcul. Par la suite,
VT . S
nous ne donnerons alors dans les définitions que les extensions au A\py  -calcul.

(ii) Les régles de construction des termes du )\gyAm—calcul sont données par :

- Regles atomiques

PA,) P:(u=t)
PA; : (u=u) PAQ(P):(t:u)PAZ)
P: (u=v) Q:(U:t)PA) P:(SOZO)PA)
PA4(P,Q) : (u=1) Y pAP) L
P: (u=vw) P : (su=sv)
PA;) PAg)
PA;(P) : (su=sv) PA4(P) : (u=v)
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- Regles logiques. Nous ajoutons aux regles du AV _caleul les regles :

Prop
P:A ) o P : A(%)
Avn.P : ¥n.A V) () o¢(P) : In.A(n) o)

[n: Int] [z : A(n)]

uw: Int P : A(0) F: A(sn)

Ind,.(u, P, F) : A(u) Ind) (%)
P : A(u)

—— Conw) siu~u
P A

(*) Pour tout 2% € FV(P), n ¢ FV(B).

(**) ot n n'est pas libre en dehors de A(n).

Les regles ((,)), (03), (o1) et (Ay) seront appelées regles d’introduction. Nous dirons
que le terme P représente la preuve A s’il est possible de dériver P : A. Nous no-
merons terme atomique tout terme formé uniquement & partir de régles atomiques.
Un terme ne contenant aucune variable libre de type PA sera dit PA-clos.

Sym
Prop

Définition (régles de Ap4"-réduction) : Ajoutons auz régles du A

regles suivantes :

Bv) (Avn.P)* 0¢(Q) —p, Pt/n]xQ

Be) 01(Q) x (\yn.P) — s Q * P[t/n|

Indy) Ind(0, P, F) —1pq, P

Indy) Ind,, . (s"710, P, F) —1nq. F[s*0,Ind,, +(s*0, P, F)] (*)

-calcul les

Comp)u —comp U st u et u' sont des PA-termes et u —pa v’ (**)

(*) Lorsque l’on note F = F[n,x], la réduction exprime la substitution.
(**) Cette regle permet de réduire les PA-termes dans les )\f,&m-termes,

Comme précédement, on peut observer que 'on a la
Propriété : Les régles de )\E,yAm-réduction conservent le type.

Le )\f)yAm—calcul conserve également la propriété du )\izj::;-calcul :

Théoreme : Les termes de Ag&m sont fortement normalisables.
Preuve : Celle-ci se fera plus tard. Il s’agira d’une extention de celle donnée au
chapitre précédent. O

2.2 Forme normale

Nous introduisons maintenant deux ensembles de types, X¢ et I19. Des termes
du premier, il sera possible d’extraire le contenu constructif exprimé par les types.

Définition : (i) L’ensemble X\ de types (formules) est composé a partir de termes
PA -clos ne contenant ni des éléments de A+, ni des quantificateurs universels. Plus
précisément, XY est la restriction auz éléments PA-clos de I’ensemble défini par la

grammaire :
Su=A|SAS|SVS|InS

ot n parcours la catégorie des variables numériques.
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(ii) L’ensemble 11§ de types (formules) est composé & partir des types D tels
que D+ € V. Plus précisément, 11{ est la restriction auz éléments PA-clos de
l’ensemble défini par la grammaire :

P:=AY|PAP|PVP|Vn.P

ou n parcours la catégorie des variables numériques.

Définition : Un ensemble A de régles atomiques est dit consistant s’il n’existe pas
de preuve atomique et close de L. Un systeme )\Zym est dit consistant s’il n’existe
pas de termes clos de type L.

Lemme : L’ensemble des régles atomiques de PA est consistant.

Preuve : Soit une P preuve close et atomique. Considérons son arbre, dont la taille
est n. Nous allons prouver que P n’est pas construit avec la regle PA,. Il n’y aura
donc pas de preuve atomique close de type L (qui n’existe que par la régle PAy).

Par récurrence décroissante, prouvons que pour tout k € {1,...,n}, au niveau
k, les conclusions sont du type (u = u) (égalité syntaxique), et que la régle PA,
n’est pas utilisée.

Au niveau n, comme P est close et atomique, il ne peut y avoir de prémisses,
sinon P ne pourrait étre close (aucune régle atomique ne lie les variables). Par
conséquent la seule regle utilisée au niveau n est PA4, et les conclusions sont donc
du type (u = u).

Soit 2 < k+1 < n tel que au niveau k + 1 les conclusions sont du type (u = u),
et que la regle PA 4 n’est pas utilisée. Regardons le niveau k. Les prémisses viennent
soit des conclusions du niveau k + 1 et donc sont du type (u = w) par hypothese
de récurrence, soit sont vides (toujours grace au fait que P est atomique close). En
regardant les regles atomiques, on voit alors que la réegle PA4 ne peut étre utilisée,
et du fait que les prémisses non vides sont du type (u = u), il est immédiat que les
conclusions sont du méme type. a

Voici maintenant 1’énoncé du théoreme important de ce chapitre.

Théoréme (de forme normale) : Soit C un type qui est ou bien L, ou bien
dans 3V. Soit P un terme clos et PA-clos, normal de type C. Alors

(i) Si C est atomique, alors P est atomique.

(i) Si C est non-atomique, alors P termine par une des régles ({,)), (0:) ou
(01)-

Remarquons que la restriction & ¥ est importante. En effet, un terme clos du
type a V at n’est pas de la forme o;(P) car (a V a't) se prouve sans prouver ni o
ni at (onak aVval).

Une conséquence de ce théoreme est le

Corollaire : Si A est consistant, alors /\iym est consistant. En particulier, par le
s Sym .

lemme précédent, A\ est consistant.

Preuve : Soit A un ensemble consistant de regles atomiques. Supposons qu’il existe
un terme clos P’ de type L. Sa forme normale P est encore close et du type L.
D’apres le théoreme, nous savons alors que P est atomique. Ainsi P est une preuve
atomique et close de L, ce qui contredit le fait que A soit consistant. Par conséquent,
)\iym est consistant.

Le but jusqu’a la fin de la section est maintenant de prouver le théoréme de
forme normale. Pour cela, il va nous falloir donner quelques lemmes.

Lemme : Soit u un PA-terme normal. Alors il est dans un des deux cas suivants :
(a) u termine par une introduction (0, s ou \)
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(b) u est formé uniquement par des éliminations (Rec ou application) suivies
par une variable. Plus précisément, si l’on représente u sous la forme d’un arbre,
la branche la plus a gauche n'est formée que d’éliminations et termine par une
variable.

Preuve : - Si u est une variable, u est dans le cas (b).

- Si u termine par une régle d’introduction, u est dans le cas (a).

- Si u termine par une regle d’élimination, considérons le sous-terme strict '
le plus & gauche dans u. Comme u est normal, u’' 1’est également. Par hypothése
d’induction, on peut alors affirmer que v’ est dans le cas (b), car sinon ' se termi-
nerait par une introduction, et on pourrait alors appliquer une des trois regles de
réduction sur u qui ne serait pas normal.

Ainsi, u est dans le cas (b). O

Lemme : Soit u un PA-terme clos de type Int. Alors sa forme mormale est un
nombre. C’est a dire que nf(u) = s*0 pour un k > 0.

Preuve : Comme les types sont conservés par réduction, nous obtenons que n f(u)
est de type Int, qui est également clos. Il suffit alors de prouver le lemme pour u
normal, par induction sur u. Soit donc v un PA-terme clos normal de type Int.
Alors u vérifie les hypotheses du lemme précédent. Or u ne peut étre dans le cas
(b), puisque u est clos et que la variable qui terminerait la succession d’éliminations
serait libre. Par conséquent u est dans le cas (a). Mais u est de type Int, donc ne
peut pas s’écrire Az.u’. Ainsi, soit u = 0, et la preuve est terminée, soit u = su’, et
I’induction permet de conclure. O

Lemme : (i) Soit P un terme PA-clos normal. Alors P n’est pas de la forme Ind
(bien que Ind puisse apparaitre dans P).

(ii) Soit Py x Py un terme PA-clos normal. Alors l'un des deux termes Py et Py

est une variable.
Preuve : (i) Par contradiction, supposons que P est de la forme Ind(u, @, F). Par
le lemme précédent, il suit que u, qui est normal et clos de type Int, est un nombre
sk0 pour k > 0. Alors il est possible de réduire P avec une des régles (Indg) ou
(Inds). Ceci est contradictoire, car P est supposé normal.

(i) Par contradiction, supposons que ni Py ni P, ne sont des variables. Ce sont
deux termes normaux PA-clos. En notant A" le type de P;, on sait que P est de
type A. Voyons les cas :

- Py ou P, est de la forme Az.Q). Alors P; x P, n’est pas normal. Contradiction.

- P, ou P, est de la forme Ind(u, P, F'). Alors (i) est contredit.

- P, ou P, est une application (). Mais dans le cas ou, par exemple, P> est une
application, nous avons A =_1, et la construction P; x P, est impossible.

Alors Py et P ne peuvent provenir que de reégles d’introduction ou de regles ato-
miques. Mais si P; ou P, provient de regle atomique, alors il est de type atomique,
et lautre terme est de type atomique de négation. Comme les regles d’introduc-
tion et atomiques ne permettent pas d’obtenir un type atomique de négation, nous
obtenons une contradiction.

Ainsi, P; et P, ne peuvent provenir que de reégles d’introduction.

- Si un des deux est de type ((,)) alors 'autre est nécessairement de type (o;). Alors
P; x P, n’est pas normal. Contradiction.

- Si un des deux est de type (Ay) alors 'autre est nécessairement de type (o). Alors
Py x P, n’est pas normal. Contradiction.

Nous concluons donc que nécessairement P; ou P, est une variable. O

Définition : Soit P un terme de type C. P est un X\-terme si
(1) P est PA-clos;

(2)CextouC=1;

(3) Pour tout x € FV(P), si D est le type de z, D € T1.
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Lemme : Soit P un X{-terme normal, et Q un sous-terme de P. Alors :

1. Q est une variable ssi il est de type I19. Dans ce cas, Q = x apparait dans P sous
la forme xx Q' ou Q' * x.

2. Q n’est pas une variable ssi c’est un X{-terme.

Preuve : Par induction sur la structure de P.

- On voit tout de suite que les cas P = x et P = Ayn.P’ ne peuvent apparaitre,
car ce ne sont pas des L{-termes normaux.

- Le cas P = Ind(u, @, F) ne peut apparaitre non plus car P est un terme
PA-clos, et ainsi le lemme précédant nous donne I'impossibilité de ce cas.

-Si P = (P, ), alors P est de type Aj AAs, avec Ay et Ay dans Y. Donc Py et
P sont des ¥{-termes normaux. On utilise ’hypotheése d’induction, en remarquant
que les sous-termes stricts de P sont les sous-termes de P; et de Ps.

- Si P = 0;(P;), alors P est de type A; V Ay, avec A; et Ay dans XY. Donc P;
est un L{-terme normal. L’hypotheése d’induction nous permet alors de conclure,
puisque les sous-termes stricts de P sont les sous-termes de P;.

-Si P = \x.P’, comme P est un X{-terme, on en conclut par définition que = a
son type dans I1Y. Comme P’ est de type L, et que FV(P’) = FV(P)J{z}, on en
conclut que P’ est un X{-terme. Cela nous permet d’utiliser 'hypothese d’induction
pour conclure.

- Si P = P, x P, alors par le lemme précédent, on sait que P; ou Py, disons
P est une variable x. Alors x € FV(P) et par définition, x est de type I1{. Il suit
que Py est de type Y, et comme FV(Py) C FV(P), que Py est un X{-terme. On
utilise alors ’'ypothese d’induction pour conclure, puisque les sous-termes stricts de
P sont x et les sous-termes de Ps.

- Si P = og¢(P’), alors P est de type In.A(n), et P’ est de type A(t). P’ est
alors un X{-terme, et on peut appliquer I'hypotheése d’induction pour conclure, en
remarquant que les sous-termes stricts de P sont les sous-termes de P’.

-Si P=PA;(P,...,P) (1 <i<6), alors les P; ont nécessairement un type
atomique, et vérifient FV(P;) C FV(P). On conclut par hypothese d’induction. O

Corollaire : Soit P un X9-terme normal. Alors

(i) P ne contient pas de symbole \y.

(i) P ne contient pas de symbole Ind.

Preuve : (i) Cette assertion provient directement du lemme précédent, puisque
si P avait un sous-terme de la forme Ayn.P’, celui-ci ne serait pas un %{-terme, ce
qui est une contradiction.

(i) Par contradiction, supposons que P contienne le symbole Ind. Considérons
alors Ind(u, R, F) le sous-terme maximal de P qui commence par Ind. Alors u est
PA-normal par hypothese, et comme P est normal, u contient nécessairement au
moins une PA-variable libre n. Or P est PA-clos, et donc contient le symbole Ay,
ce qui contredit (4). O

Nous pouvons maintenant prouver, dans le cas restreint des termes minimaux, le
théoreéme de forme normale. Introduisons tout d’abord la notion de terme minimal.

Définition : Un terme (preuve) dans )\gyAm est minimal s’il est construit unique-
ment a partir des régles ({,)), (0i) et (o).

Lemme : Soit P un terme minimal PA-clos. Soit o un élément de AJ{L}. Alors :
(i) P:a = P est atomique
(ii)) P : A NAy = P estdela forme (P, Ps) avec Py et P» minimaux
(iti) P : AyVAs = P estdela forme o;(P;) avec P; minimal
(iv) P :3n.A = P est de la forme o.(P’) avec P' minimal
Preuve : (i) Par induction sur la structure de P. Comme P ne contient que des
regles atomiques et d’introduction et est de type atomique, il a nécessairement la
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forme PA,;(Py,...,Py) avec 1 < i < 6. Comme les P; sont minimaux, ’hypothese
d’induction appliquée aux P; permet de conclure.

(ii), (iii), (iv) Comme P ne contient que des régles atomiques et d’introduction, il
est nécessairment de la forme (Py, P2), 0,(F;) et o¢(P’) respectivement. Py, P, P;
et P’ sont minimaux car P 1’est. O

Voici un lemme important qui va nous permettre de conclure par la preuve du
théoreme de forme normale.

Lemme : Soit P un X9-terme normal clos. Alors

(i) Si P ne contient aucun symbole X, alors il est minimal.

(ii) P ne contient pas de symbole \.

On conclut alors que P est minimal. Par le lemme précédent, on obtient enfin la
preuve du théoreme de forme normale.

Preuve : (i) Soit P un X{-terme clos sans symbole \. Par définition, il nous faut
prouver que P ne contient pas de variables libres ou liées, d’application symétrique
ou de Ind ou de symbole A\y. Comme P est clos, et que les variables ne sont liées
que par des A\, P ne peut contenir de variables. Si P contient une application, alors
par un lemme précédent, il contiendrait une variable, ce qui contredirait ce ce nous
venons de prouver. Le corollaire précédent nous permet de conclure pour les cas
Ind et M\y.

(i) Commencons d’abord par prouver que P ne contient pas de sous-terme
de la forme Az.Q tel que = € FV(Q). Par contradiction, supposons que de tels
sous-termes existent. Considérons alors Az’.Q)’ le plus court de ceux-ci. Puisque
¥ € FV(Q') et que P est un X{-terme normal, par un lemme précédent, nous
savons que x’ apparait dans Q' comme 2’ x Q" ou Q" x 2/, disons le premier cas.
Considérons le plus petit de ces termes, ce qui entraine le fait que 2’ ¢ FV(Q").
Ainsi, Q' = Clz' x Q"] ou C] est un contexte.

Par minimalité de la longueur de Az’.Q’, on sait que FV (' x Q") C FV(Q'). 1l
suit que soit Q' = 2’ x Q" (i.e. C[] = []) soit que 'on peut alors réduire : Q" — 1,y
2'x@Q". Cette derniere possibilité contredit la normalité de P. La premiere possibilité
est également impossible, car on pourrait réduire également @ = Az'z’ x Q" —,, Q”.

Nous pouvons alors en conclure qu’il n’existe pas de sous-terme de P de la
forme A\z.Q avec x € FV(Q). Il suit de ce fait que dans P, aucune variable n’a été
déchargée (liée), puis comme P est clos, tous ses sous-termes le sont également.

Finissons en prouvons qu’il n’existe pas de sous-terme de la forme Az.Q) quel-
conque. Par contradiction, prenons Az’.Q’ un plus court sous-terme de cette forme,
soit de telle sorte que A n’apparaisse pas dans Q'. Comme Q' est de type L, ce n’est
pas une variable, et ainsi par un lemme précédent, c’est un X9-terme normal clos.
Par le point () il suit que @’ est une preuve close minimale de L, et par le lemme
précédent qu’il est atomique. Cela contredit la consistance des regles atomiques. O

2.3 Plus loin

Le théoréeme de forme normale prouvé dans la section précédente permet 1’ex-
traction du contenu calculatoire de preuves classiques. D’une preuve normalisée
d’une disjonction, nous pouvons obtenir la preuve de I’une des disjonctions, et d’une
preuve de formule existentielle, nous pouvons obtenir un témoin de I'existence. De
facon plus générale, lorsque nous est donnée une preuve close d’une X{-formule dans
)\gi’xm, il est possible, par I'inspection de la preuve normalisée, d’obtenir les témoins
de toutes les sous-formules de la forme In.A(n). Cela signifie aussi que si 'on a
une formule de la forme ¥m.3n.A(m,n), on peut trouver, depuis une preuve P de

celle-ci, une fonction f : N — N telle que pour tout k € N, A(k, f(k)) est vraie,
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c’est a dire que 'on peut expliciter 'entier n pour m donné. Pour k fixé dans N,
pour obtenir f(k), il suffit de normaliser la preuve Az"™A" (51 (g (z)  P).

Donnons ici un exemple trés simple : la preuve de Vm3n(n = sm) qui s’obtient
de la maniere suivante :

PA; :m=m
PA;(PA,) : sm=sm
0smPA5(PA1) : In(n =sm)
Avm.osy PA5(PA1) : Ym3n(n = sm)

Ainsi, P = Aym.og PA5(PA;). Réduisons alors :

Ae.(op(x)* P) — Az.(xxos.PA5(PAYL))
— O'SkPAg,(PAl)

On voit donc que la forme normale termine bien par un oy, et que f(k) = sk.

Gréace aux lemmes prouvés dans la section précédente, il est possible de donner
des résultats interessants d’un point de vue théorique et applicatif.

Lemme : Soit P(z)",. .. ,ka’“) un X9-terme normal. Alors soit il est minimal (et

par conséquent clos), soit il contient un sous-terme x; x Q; (ou Q; x ;) avec QiVL
minimal.

Preuve : Si P est clos (i.e. si k = 0), on utilise le dernier lemme de la section
précédente. Sinon, nous savons par la section précédente que chaque x; apparailt
nécessairement sous la forme x; xQ; (ou Q;*z;). Considérons un tel terme minimal,
disons x; * Q;. Alors @; est clos, et donc est un X{-terme par un lemme précédent.
Le dernier lemme de la section précédente nous donne le résultat. a

D’un point de vue théorique, ce lemme nous explique que pour toute
x{vl,...,mkN’“ I—/\ggm P:Aavec AcX)et N; €IV

P contient soit un exemple pour A, soit un contre-exemple & un des ;.

D’un point de vue applicatif, ce lemme peut étre utilisé pour accélerer le pro-
cessus d’extraction de contenu constructif. Si la X{-preuve P[R;/z1,..., Ry/zk]
contient des termes clos R; de type I19, il n’est pas nécessaire de les considérer dans
le processus de normalisation. Il suffit de les remplacer par de nouvelles variables,
car les formes normales de P sont les formes normales de P[Ry/z1, ..., Ri/xk].
Prouvons cette affirmation :

Il suffit d’observer que si la forme normale de P est minimale, alors elle est close,
et par conséquent c’est aussi une preuve normale de P[Ry /%1, ..., Ri/x]. De plus,
par le lemme, la forme normale de P pourrait avoir des termes z; x Q; (ou Q; x x;)
avec ); minimaux. Or cela serait contradictoire, puisque en remplagant les x; par
les R;, nous aboutirions a une preuve close de L, ce qui est impossible.
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Chapitre 3

Forte normalisation de )\gyAm

Nous allons maintenant nous attacher a la preuve de la propriété de forte nor-
. . Sym

malisation du Ag} -calcul.
Pour ce faire, nous allons modifier le systeme )\IS)yAm par le suivant : Au lieu

d’utiliser les ensembles
A ={u=v|u,vPA-termes de type Int}

et
At = {u # v | u,uPA-termes de type Int}

nous allons prendre les singletons

A={U} et A~ ={U"}

Les regles de construction et de réduction restent les mémes, si ce n’est que
U remplace les formules atomiques et que U* remplace les négations de formules
atomiques. On obtient alors le ASY™ . Ainsi, pour tout terme du )\E,yAm—calcul il

PA—U*
existe un terme pour le )\E,Z"iu—calcul et les arbres de réduction des deux termes

. . . S .
sont isomorphes. Pour prouver la forte normalisation de Ap% " il suffit alors de
Sym .
prouver celle de A} A—(y CC que nous allons faire.
Notre preuve va consister en une extension de celle du théoréeme de forte nor-
malisation de )\}gfiz;, avec ’exposé des mémes lemmes. Nous ne prouverons alors
que les parties étendues, les parties communes se prouvant de maniere identique.

Nous allons comme précédemment introduire les candidats symétriques.

3.1 Candidats symétriques pour )\gﬂniu

Définition : Auzx fonctions déja définies, nous ajoutons :
Indy 4, Inds A, Inde 4, Inda, INDy : P(Terma) — P(Terma) par

Indy A(X) :={Ind(v,P,F) : A|nf(v)=0, P XNSN4, F€ SNy}

Inds A(X) := {Ind(v, P,F) : A| P € SNy4, F[s*0,Ind(s*0, P, F)] € XN SN}
Inde 4(X) :={Ind(v, P, F) : A|nf(v) nest pas un nombre, P € SNa, F € SN}
Ind(X) := Indoa(X) U Inds a(X) U Inde 4(X)

IND4(X) :=le plus petit point fize de Uapplication croissante Y — X U Inda(Y)

Puis nous définissons

PourTouty, 4 : P(Terma) — P(Termyy a) par
PourTout, 4(X) := {Ayn.P : Yn.A | pour tout t : Int, Plt/n] € X}
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Ezxiste, 4 : P(Terma) — P(Terman. a) par

Ezisten, a(X) :={oy(P) : In.A|t : Int, P € X}

Axpa, : P(Termyy) x -+ x P(Termy) — P(Termy) par

AIPA,;(Xla c ,an) = {PAZ(Pl, .. aan) | P, e X17. .. 7Pni S an} (1 <i< 6)

Définition : Soit A un m-type. Par induction sur la structure de A, nous définis-
sons simultanément :
(a) Les opérateurs
Nega : P(Termyr) — P(Terma)
{ Negyr : P(Terma) — P(Termyr)

(b) L'opérateur
NEG, : P(Termy1) — P(Terma)

(c) Les ensembles [A] et [A*]
Comme suit :

(a) Soit X C Terma et Y C Termyu. Par la propriété d’involution de la négation,
il nous suffit de donner les trois cas ci dessous :

- A = U
Negy(Y) = VargUUL,Azpa, (SN, ..., SNy)) U Lambday(Y)
Neg o (X) = Vary:Lambda - (X)
CA= A AAy (A= ALV AF)
Nega(Y) = VaralJPaira([Ai],[A42]) U Lambdas(Y)
Negar(X) = Vars U(UL,Sigma' ([AF]) U Lambda . (X)
-A=VnA; (At =3InAL)
Nega(Y) = VaralJPourTout, a,([A1]) U Lambdas(Y)
Nega (X) = Varge UExisten’AlL([[Af-]]) J Lambda 4. (X)

(b) Pour tout A, une fois Nega définit, nous définissons NEG 4 de la maniére
sutvante :
Soit X C Term .

NEGA(X) := IND4(Nega(X))

(¢) Pour tout A, Nega est un opérateur décroissant (on rappelle que Lambda
lest). De plus, comme IND 4 est croissant, nous obtenons que NEG 4 est décrois-
sant. 1l suit que la composition NEG 4 o NEG 4. est croissante. Alors par le théo-
reme de Tarski, une fois qu’est défini NEG 4, NEG4 o NEG 1 a un plus petit
point fixe, que nous notons Xo. Nous définissons alors :
[[A]] = XO
{ [AY] = NEG,.(Xy)

Nous étendons enfin la définition de Uapplication [—] en posant [L] := SN, .

Grace a ce que nous venons de définir, nous voyons que nous avons l’existance
d’une application
[-]1: A— [A] C Terma

qui vérifie les mémes propriétés que celle rencontrée précédemment, plus
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(v)  Siv : Int avec nf(v) =0, alors
Ind(v, P, F) € [A] & P € [AJNSN4 et F € SNy
(vi)  Siv : Int avec nf(v) =s*+10, alors
Ind(v, P, F) € [A] & P € SNga, F[s*0,Ind(s*0, P, F)] € [A] N SNa
(vit)  Siv : Int et nf(v) nest pas un nombre, alors
Ind(v, P,F) € [A] & P, F € SN,
(viii) Ayn.P € [Vn.A] <Vt : Int, P[t/n] € [A]
(ix) o1(P) € [3n.A] & P € [4]
(x)  PA(Pr,...,P,) €Ul ©Vje{0,...,n;}, P, € SNy (pour 1 <i <6)

Ces points se voient directement par la construction, apres avoir remarqué que

[A] = NEGA([A*]) = IND(Nega([A*])) = Nega([A*]) U Inda([A])

3.2 Preuve de la forte normalisation

3.2.1 forte normalisation des PA-termes
Par la suite, nous allons avoir besoin de la

Propriété : Les PA-termes sont fortement normalisables. Plus précisément, soit
t un PA-terme. Alors t est fortement normalisable.

Avant d’en donner la preuve, il va nous falloir donner quelques lemmes, apres
avoir donné une définition pour des candidats. Nous nous plagons dans cette sous-
section dans le cadre des PA-termes.

Définition : Soit | — || une application qui & un type C associe un ensemble de
termes de type C définie par induction sur la construction de C' par :

lInt|| := SNin

|A— B| :=Vara_pU{t: A— B|Vu € ||Al,(#)u € ||B||}

Lemme : Soit C un type. Alors Varc C ||C|| € SN¢.

Preuve : Par induction sur la construction de C. Si C' = Int c’est clair. Si
C = A — B, alors il est clair par définition que Vars_.p C ||A — B||. Soit t € ||C||.
Si t est une variable, il est clair que ¢t € SN¢. Sinon, soit x € Var 4. Par induction,
z € ||A]| et par définition de ||A — B||, nous obtenons que (t)z € ||B]|. Or par
hypothese d’induction, ||B|| € SNp, donc (t)z € SNp et par conséquent, en tant
que sous-terme, t € SNa_.g = SNe¢. |

Lemme : Soient C un type, et a, b et ¢ des termes fortement normalisables. Alors

ab/z] € |C|| = (Az.a)bé € ||C]

Preuve : Par induction sur la construction de C. Si C = Int, nous prouvons
la contraposée : Si (Az.a)b¢é & ||Int|| = SNi, et comme a, b et & sont fortement
normalisables, une réduction infinie passe nécessairement par la réduction du rédex
de téte :

(A\z.a)bé — (\z.d' 'd — d' [V /z]c — ...

Ora—a,b—b et &— , donc
(A\z.a)bé — alb/z]¢ — d'[b/x]d — ...

Donc a[b/z)¢ ¢ SNint.
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Si C = A — B, et sialb/z]é¢ € ||C], on veut que (A\z.a)bé € ||A — B||. Pour
cela, soit u € ||A], il suffit de prouver que (Az.a)bcu € ||B|. Par induction, il
suffit d’avoir a[b/z]éu € ||B||, ce qui est vrai par définition de ||A — B|| comme
alb/x)¢ € ||A — B|| et u € || A O

Lemme : Soient C un type et u, p, f et U des termes fortement normalisables.
Alors
(a)u—0,(p)v € [|C] = Rec(u, p, )V € [|C]

(b)u — su', f(u')Rec(u, p, f)¥ € ||C|| = Rec(u, p, )V € [|C]|

(c)u n’est ni dans le cas (a) ni le cas (b) = Rec(u,p, f)v € ||C||

Preuve : Par induction sur la construction de C.

- Si C = Int, par contraposée, supposons que Rec(u,p, f)T & |[Int| = SNpp;:.
Du fait que u, p, f et ¥ soient fortement normalisables, une réduction infinie passe
nécessairement par une réduction de Rec, et pour cela on est nécessairement pour
u dans le cas (a) ou (b). Donc (c¢) est prouvé.

Si u est dans le cas (a), alors la réduction infinie est du type

Rec(u,p, f)7 — Rec(0,p', )" — (p)7" — ...
Orp—p, 07— et
Rec(u,p, f)7 — Rec(0,p, f)U — (p)7 — (p')V — ...

et (p)v ¢ || Int||. Donc (a) est prouvé.
Si u est dans le cas (b), alors la réduction infinie est du type

Rec(u,p, f)V — Rec(su, p', f) — f'(u')Rec(’,p', f)T" — ...
Orp—yp, f—f,0—-1 et
Rec(u,p, )7 — Rec(su’, p, f)7 — f(u')Rec(u,p, /)7 — f'(«/)Rec(u,p’, f)V"...

et f(u)Rec(v',p, f)T & || Int]|. Donc (b) est prouvé.

-Si C = A — B, voyons les cas pour u. Sil'on est dans le cas (a), on veut prouver
que Rec(u,p, f)U € ||A — B||. Pour cela, soit a € ||A]], il suffit de prouver que
Rec(u,p, f)va € ||B]|. Or par hypothése d’induction, il suffit de prouver, comme
u — 0, que (p)Ua € ||B]|. Cela est vrai car (p)v € [A — B] et a € || A].

Si lon est dans le cas (b), comme précédemment, il suffit de prouver que pour
a € ||A||, Rec(u, p, f)va € | B||. Or par hypothese d’induction, il suffit de prouver,
comme u — su/, que f(u')Rec(v',p, f)va € | B||. Cela est vrai car

f(u')Rec(u',p, f)v € || B|

et a € ||A].
Silon est dans le cas (c¢), il suffit encore de prouver que pour a € || 4],

Rec(u,p, f)va € || B||

C’est ce que nous obtenons par hypothése d’induction, car u est dans le cas (c¢), et
a€||A|| € SNa. O

Lemme : Soit C un type, et soient f € ||Int — C — C||, u € ||[Int|| et p € ||C].
Alors Rec(u,p, f) € ||C].

Preuve : Nous allons utiliser le lemme précédent, en remarquant que les hypotheses
de forte normalisation sont acquises par le premier lemme. Comme nous avons
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u € ||Int|| = SN, il existe un entier maximum k tel que u — s*u’ avec v’ ne se

réduisant pas & su”. La preuve se fait alors par récurrence sur l'entier k.

Si k =0, alors il y a deux cas. Soit 4 — 0 et comme p € ||C|| le point (@) nous
permet de conclure, soit nous sommes dans le cas (¢), et la conclusion est immédiate.
Supposons le résultat vrai pour k > 0, prouvons le pour k + 1. Soit donc un terme
u avec u — sFT1u/, u’ ne se réduisant pas & su” et k + 1 maximum vérifiant cette
propriété. Alors u — suy avec u; vérifiant ’hypothese de récurrence. Cela signifie
que Rec(u,p, f) € ||C||. Or u; € SNy = ||Int|| et f € ||[Int — C — C|| donc
fu) = (flur € |C — C| puis f(ur)Rec(uy,p, f) = ((f)ur)Rec(u,p, f) € [|C].
Nous avons donc toutes les hypotheses de (b) qui nous permettent de conclure. O

Lemme : Soient A et (A;)1<i<n des types. Supposons que t soit un terme de type
A, dont les variables libres sont dans (t;)1<i<n avect; de type A; pour tout i. Soient
u; € [|A;|. Alors tlu;/x;] € || A]l.

Preuve : Elle se fait par récurrence sur le nombre de regles utilisées pour typer ¢.
Nous regardons la derniere.

- Si t = x, alors = est une variable libre de ¢ donc est un des ¢;. Par conséquent le
résultat est immédiat.

- Sit =0, alors t est de type Int, est comme ||Int|| = SNp,: et que 0 € SNy,
nous avons le résultat.

- Si t = st/, alors ¢, comme t', est de type Int. Par hypothese de récurrence,
t'[u;/x;] € |[Int]| = SNyne. Lest clair qu’il en est de méme pour t[u; /x;] = st’[u;/z;].
-Sit = Xz.t/, alors t est du type A = C — D et t’ est du type D. Nous voulons
prouver que t[u;/x;] = Az.t'[u;/x;] € ||C — D|. Pour cela, soit u € ||C|| € SNe¢,
il nous suffit de prouver que (Az.t'[u;/x;])u € ||D||. Or par récurrence, pour tout
v € ||C|l, '[ui/zi,v/z] € ||D|. En particulier pour v = & € Vare € ||C||, nous
avons t'[u;/x;] € ||D|| € SNp. Nous avons les hypotheses du lemme vu plus haut,
il nous suffit alors de prouver que ¢'[u;/z;][u/x] € ||D]|. Or par la récurrence nous
obtenons que t'[u;/x;)[u/x] = t'[u;/x;,u/z] € ||D|| , d’onr le résultat.

- Sit = (w)v, alors w est de type B — A et v de type B. par récurrence, wlu;/z;] €
|B — Al et v[u;/x;] € ||B||. Par définition de ||B — A||, nous obtenons bien que
tus /@] = (wlus /@] v[us /@] € || A]l.

-Sit = Rec(u, p, f), alors t[u;/z;] = Rec(ulu;/x;], plui/x;], flui/x;]). Par récurence
ulug/x;] € |[Int||, plui/z;] € [|A]l et flui/z] € |[Int — A — A||. Donc le résultat
est immédiat par le lemme précédent. O

Nous pouvons enfin conclure sur la preuve de la propriété, car on peut prendre
dans le lemme ci-dessus u; = t; € Vara, C ||A;||. Alors t[t;/t;] =t € ||A|| € SNa.

3.2.2 propriétés des candidats

Redonnons maintenant les énoncés des lemmes, et étendons leur preuve a notre
cas.

Lemme : Soit C un type. Alors
[C] € SNe

Preuve :

-Si P =1Ind(v, @, F), alors soient a et b des bornes pour v et @) respectivement.
Soit ¢ une borne pour F si nf(v) =0 ou nf(v) n’est pas un nombre, et une borne
pour F[sk0,Ind(s*0, Q, F)] si nf(v) = s*+10. les nombres a, b et c existent par les
points (v) ou (vi) ou (vii) et le fait que les PA-termes sont fortement normalisables.
Alors a + b + 2c est une borne pour P, car dans le pire des cas, nf(v) = s¥*10, il
serait possible de réduire v, Q et F dans P en s*t10, Q' et F’ respectivement sous
forme normale, puis de réduire & F’[s*0, Ind(s*0,Q’, F’)]. Donc P € SN¢.
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-Si P = 04(Q), alors C = In.C;. Par le point (iz) et par hypotheése d’induction,
nous obtenons que Q) € SN¢, puis que P € SN¢.

- Si P = A\yn.Q, alors C = Vn.Cy. Par le point (viii) et par hypothése d’induc-
tion, nous obtenons que V¢ : Ind, Q[t/n] € SN¢,, donc que @ € SN¢, . Il suit alors
que P € SN¢.

-Si P=PA;(P,...,P,,) (1 <i<6), alors par le point (z) et par hypothese
d’induction, nous obtenons directement que P € SN¢.

Gréce & ce lemme, nous pouvons remarquer que les points (v) et (vi) peuvent
étre simplifiés comme suit :

(v) Siv : Int avec nf(v) =0, alors
Ind(v,P,F)e€[A] < Pe[A] et F €SNy
(vi) Siv : Int avec nf(v) =sFT10, alors
Ind(v, P, F) € [A] < P& SNa, F[s*0,Ind(s*0, P, F)] € [A]

Lemme : Soient C' un m-type et P € Termc. Alors
(a) (YVQ € [C] PxQeSN,)= PelC]
(b) (VQe[Ct] QxPeSN,)= PelC]

Preuve : Par symétrie des deux points, nous ne prouvons que le (a). A cause
de la présence des termes de la forme Ind(v, R, F'), il nous faut faire une double
induction, la seconde étant sur ’arbre de réduction de P.

- Si P =1Ind(v, R, F) avec nf(v) = 0, alors par (v) nous avons & prouver que
R € [C] et F € SN¢. Comme F est un sous-terme de Ind(v, R, F) x @ qui est
fortement normalisable par hypothese, F' € SN¢. Ensuite, comme

Ind(v, R, F)*Q — Ind(0, R, F) x Q —1 R*Q

On peut affirmer grace a 'hypotheése que pour tout Q € [C*], R«Q € SN, . Alors
par la seconde induction, nous obtenons R € [C].

-Si P =1Ind(v,R, F) avec nf(v) = s**10, alors par (vi) nous avons & prou-
ver que R € SN¢ et F[s¥0,Ind(s*0, R, F)] € [C]. Le premier fait est clair par
I'hypothese faite. De plus, toujours par hypothese, et comme pour tout Q € [C]

Ind(v, R, F) x Q — Ind(s**10, R, F) x Q —1 F[s*0,Ind(s"0, R, F)] x Q

nous obtenons que F[s*0, Ind(s*0, R, F)]*Q € SN . Alors par la seconde induction,
F[s*0,Ind(s%0, R, F)] € [C].

- Si P =Ind(v,R, F) et nf(v) n’est pas un nombre, alors il est clair grace a
Ihypothese que R, F' € SN¢. La conclusion vient grace au point (vii).

- Si P = Ayn.Py, alors C = Vn.Cy. Par le point (vidi), il nous suffit de prouver
que Pi[t/n] € [C4] pour tout ¢ : Int. Grace & 'hypotheése et au point (iz), nous
savons que pour tous t : Int et Q' € [C{], (A\wn.P1) x 04(Q') € SN, puis par
réduction que Py[t/n] * Q" € SN, . On applique alors ’hypothese d’induction pour
obtenir que P;[t/n] € [C4] pour tout ¢ : Int.

- Si P = o4(Py), alors C' = 3n.Cy. Par le point (iz), il nous suffit de prouver
que P, € [C1]. Or, par le point (viii) et par hypothese, nous avons VQ' € [C{],
o1(Py) x (Aym.Q’) € SN, pour m € FV(Q'), car Q'[t/m] = Q' pour tout t : Int.
Ainsi nous avons aussi VQ' € [Ci], P, x Q" € SN, . Par hypothese d’induction,
nous obtenons alors P; € [C1].

-Si P =PA;(P,...,Py,) (1 <i<6), alors le résultat est immédiat par le
point (z) et par hypotheése d’induction. O

Lemme : Soit C un type. Alors :
Pe[C],P—1 P =P e]C]
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Preuve : De méme que pour le lemme précédent, il nous faut faire une double
induction, la seconde étant sur arbre de réduction de P (celui-ci étant fini d’apres
le premier lemme de la section).

-Si P =1Ind(v, R, F) avec nf(v) =0, alors il y a quatre cas différents :

+ SiInd(v, R, F) — Ind(v, R, F’), soit F —1 F’. Alors par hypothese, et
grace au point (v), R € [C] et F € SN¢. Alors F' € SN¢ également, et le point
(v) permet de conclure que Ind(v, R, F') € [C].

+ Si Ind(v, R, F) — Ind(v,R',F), soit R —1 R’. Alors R € [C] par le
point (v). Comme

Ind(v,R,F) - Ind(0,R,F) —1 R

nous obtenons par la seconde induction que R’ € [C]. Alors grace & '’hypothese et
au point (v), F' € SN¢.

+ SiInd(v, R, F) — Ind(v', R, F), soit v —1 v’. La conclusion vient immé-
diatement de I'hypothese et du point (v).

+ Si Ind(v, R, F) — R (lorsque v = 0), la conclusion vient directement de
Ihypothese et du point (v).

-Si P =1Ind(v, R, F) avec nf(v) = s**10, alors il y a quatre cas différents :

+ Si Ind(v, R, F) — Ind(v, R, F’), soit F' — F’. Par hypothese, et par le

point (vi), nous obtenons que F[s*0,Ind(s*0, R, )] € [C] et R € SN¢. Puisque

Ind(v,R,F) — Ind(s*"'0,R, F)
—1  F[s0,Ind(s"0, R, F))
—1  F[s*0,Ind(s%0, R, F')]

Nous avons alors, par la seconde induction, que F[s*0,Ind(s*0, R, F")] € [C]. De
plus, puisque

Ind(v,R,F) — Ind(v,R,F’)
— Ind(s*T'0, R, F’)
—1  F'[s*0,Ind(s"0, R, F")]

on obtient également F”[s*0, Ind(s*0, R, F')] € [C]. La conclusion vient alors grace
au point (vi).

+ SiInd(v, R, F) — Ind(v, R', F), soit R —1 R’. Gréace a ’hypothese et au
point (vi), nous obtenons que F[s¥0,Ind(s*0, R, F')] € [C] et R € SN¢. Puisque

Ind(v,R,F) — Ind(s*"'0,R,F)
—1  F[s*0,Ind(s"0, R, F)]
—1  F[s*0,Ind(s"0, R, F)]

Nous avons alors, par la seconde induction, que F[s*0,Ind(s*0, R/, F)] € [C]. Or
R € SN¢, donc R’ € SN¢, et le point (vi) nous permet de conclure.

+ SiInd(v, R, F) — Ind(v', R, F), soit v —1 v’. Le résultat est immédiat
grace a 'hypothese et au point (vi).

+ Si Ind(v, R, F) — F[s*0,Ind(s*0, R, F)] (lorsque v = s**1). Le résultat
est immédiat grace a hypothese et au point (vi).

-Si P =1Ind(v,R, F) et nf(v) n’est pas un nombre, alors il y a trois cas :

+ Si v est réduit, alors le point (vii) nous permet de conclure, car toute
réduction dans P est une réduction dans R ou dans F

+ Si R est réduit en R’, alors par le point (vii) R € SN¢. Donc R’ € SN¢,
et le point (vii) permet de conclure.

+ Si F est réduit an F’, alors par le point (vii) F' € SN¢. Donc F’ € SNg¢,
et le point (vii) permet de conclure.
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- Si P = Ayn.P, la conclusion vient immédiatement de I’hypothese et du point
(viii).

- Si P = 04(Q), la conclusion vient immédiatement de I’hypotheése et du point

-Si P=PA,;(Py,...,P,,) (pour 1 <i < 6), alors la conclusion vient du point
(z). O
Lemme : Soit C un m-type et soient P € [C] et Q € [C*]. Alors

Px@Qe SN,
ce que nous savons étre équivalent a
VS(PxQ —1 S=S5€SN,)

Preuve : Il nous faut ajouter deux cas symétriques :

5 { P= )\vn.Pl, Q = O't(Ql) et S = Pl[t/n] *Ql
P = O't(Pl), Q = )\vn.Ql et S = P1 *Ql[t/ﬂ}

Prouvons le premier cas, le second étant symétrique. Grace au point (viii), nous
savons que P;[t/n] € [A1] pour tout ¢ : Int, et Q1 € [A{]. Par induction, nous
obtenons alors Pi[t/n] x Q1 € SN, pour tout ¢ : Int, en particulier pour le ¢
considéré. O

Ici, il va nous falloir modifier ’énoncer du lemme afin de nous permettre de

PP Sym
prouver le théoréme pour AY AU

Lemme : Soit C' un type et P € Term¢ tel que
FV(P) C {xfl,...,xﬁ"}U{gh...,gm}

Ou les x; sont des variables de type A; (1 < i < n) et les g; sont des variables
PA-termes de PA-type G; (1 <j <m). Alors
th : Gltm . Gm, VQl € HAl]]...Qn S [[Anﬂ

Plt1/g1, - s tm/gm)[Q1/21,s - .., Qn/xxs] € [C]

Preuve : Par double induction : la premieére induction sur la structure de P, et
la seconde sur la somme des valeurs des nombres dans P. Nous simplifierons les
notations en écrivant [R/y] au lieu de [R1/y1,. . ., Rn/yn]. Nous rappelons que dans
)\gifiu, C = C[t/g| pour tout type C, variable PA-terme g et PA-terme t.

- Si P est une variable, il existe i tel que P = z; et C' = A; (ou j tel que P = g;
et C'= Gj;). Il suit alors que
P[t/gllQ/x] = Qi € [Ail = [C] (ou P[t/g][Q/x] =t; € [G;] = [C]).

-Si P = (P, Py), alors C = Cy ACy et par hypothese d’induction, pour i = 1,2,
Pit/9)(Q/2] € [C:]. Alors par (ii), P[t/g][Q/x] € [C].

- Si P =o0,(F;), alors C = C; V C5 et en utilisant ’hypothése d’induction, on a
P;t/z][Q/x] € [Cy]. Alors par (i), Pt/x][Q/x] € [C].

-Si P =P %Py alors C=1.81 P, € Termc,,on a P, € Termcll. Ainsi par
hypothese d’induction, Pi[t/g][Q/x] € [C1] et P2[t/g]|Q/z] € [Ci]. Et grace au
lemme précédent, P[t/g][Q/x] € [L] = [C].

- Si P = M\y.Py, alors (\y.Py)[t/g][Q/x] = Ay.Pi[t/g][Q/x], puisque L'on sait,
quitte & renommer les variables liées, que y & {z1,...,z,}. Par le point (iv), il
nous suffit de prouver que pour tout R € [C+], Pi[t/g][Q/x, R/y] € [L], ce qui est
immédiat par hypothese d’induction.

- Si P = Ind(v, R, F) avec nf(v) = 0, alors par hypotheése d’induction nous
obtenons que R[t/g][Q/x], F[t/g]Q/xz] € [C]. De plus, par un lemme précédent,
Flt/g][Q/z] € SN¢. Comme

Ind(v, R, F)[t/g][Q/] = Ind(v[t/g]|Q/x], R[t/9)|Q/x], F[t/9]|Q/x]
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et nf(v) =nf(v[t/g][Q/z]) = 0, le point (v) permet de conclure que P[t/g][Q/x] €
[C].
- Si P =1Ind, 4(v, R, F) avec nf(v) = s**10, alors par hypothese d’induction
nous obtenons que R[t/g][Q/x], F[t/9][Q/x] € [C]. Par le point (vi), il nous suffit
de prouver que

F[t/g)[Q/«][s"0,Ind,, , (s°0, R, F)[t/4][Q/x]] € [C]

Or avec nos conventions d’écriture, ce dernier terme est

Flt/g,8"0[Q/x,Ind,, (s"0, R, F)[t/][Q/x]/y]

et n et y sont liés dans Indn’y(SkO7 R, F'). De plus, par la seconde hypothese d’induc-
tion, Ind,, ,(s*0, R, F)[t/g][Q/x] € [C], ce qui nous permet d’appliquer 'hypothese
d’induction.

-Si P =1Ind, (v, R, F) et nf(v) n’est pas un nombre, alors ’hypothese d’in-
duction nous donne R[t/¢][Q/z], F[t/g]|Q/x] € [C]. D’ou, grace & un lemme précé-
dent, R[t/g]|Q/x], F[t/g]|Q/x] € SN¢. Alors par le point (vii), nous concluons que
Plt/g)[Q/x] € [C].

-Si P=PA,;(Py,...,P,,) (pour 1 <i<6), la conclusion provient directement
du point (z). O

3.2.3 Preuve du théoréme

Nous pouvons maintenant prouver le théoreme de forte normalisation pour le

)\E,Tiu—calcul et donc pour le /\l‘zyAm—calcul. Rappelons le théoréme :

Théoréme : Soit C' un type. Alors
Termec = SN¢o

Preuve : Soit P : C un terme avec FV(P) = {z{,... 22} U{g1,...,gm}. Par
le point (i), nous obtenons x; € [4;] pour i = 1,...,n. Par suite, le dernier lemme
de la section précédente nous permet d’obtenir que P = Plz/z|[g/g] € [C]. Un
lemme précédent nous permet de conclure que P € SNg¢. O
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Annexe A

Extensions du M\-calcul
symétrique

Dans Darticle [Babe], et comme nous venons de le voir, le )\gyAm—calcul a la
propriété de forte normalisation.

Nous allons donner brievement dans cette annexe deux autres preuves de forte
normalisation, pour des extensions de calculs au second ordre. Nous essaierons de
montrer quels sont les points communs dans la structure et la méthode, ainsi que
les différences.

Il ne s’agira pas de refaire les preuves en entier, mais bien d’en dégager les idées
principales. La premiere preuve provient de [Pa], et se rapproche de celle de [Babe],
le calcul étant le méme, auquel a été oté I'arithmétique. La seconde, qui provient
de [Ya], est 1égérement différente, étant faite sur un Ap-calcul, notre calcul étant
apparenté a du u-calcul.

A.1 Extension du Aiﬁg;—calcul au second ordre

Le texte [Pa] étend le )\iyrzz—calcul au second ordre. Le calcul est le méme que le

Xg,ﬂm que nous connaissons déja, toutes les regles et constructions contenant 1’arith-
métique ayant été oté. Une différence de structure apparait dans la preuve. En effet,
alors que dans ce que nous avons vu précédemment les candidats de réductibilité
étaient définis en méme temps que l'interprétation des types, ici il y a deux étapes.

On définit tout d’abord les candidats de réductibilité, en utilisant une notion
de couple, notion déja sous-jacente dans la preuve que nous connaissons.

Définitions : Soit T l’ensemble des termes. Pour C et D dans P(7T), S C P(7),
on définit :
C x D :={{u,v);u € C,ve D}
C+ D :={o1(u);u € C}U{oz(v);v € D}
=(C) := {Az.u; pour tout v € C,ufv/x] € SN}
NS = {A\vu; pour tout C € S,u € C}
US := {oy(u); il exite C € S,u € C}

Pour une fonction F : P(T) — P(T) une application croissante, nous noterons
uX.F(X) son plus petit point-fize.

27



Soient C' et D dans P(T), alors on définit
Negp(C) =VaruDU-(C)

Pour D donné, application Negp est décroissante, donc Negp o Negp: est crois-
sante et uX.Negp o Negp:/(X) est bien défini.
On définit alors l’ensemble R de paires de réductibilité comme étant le plus petit
sous-ensemble de P(T) x P(T) tel que :
1) (nX.Negy o Negy(X), Negy(uX.Negg o Negy(X))) € R
2) Si (C,C") et (D,D') sont dans R, alors
(uX.Negexp o Negerypr(X), Negerypr (1X.Negoxp o Negerypr (X)) € R
3)Si0A£FCR, S=p1F et &' = paF, ot p1 et py sont les projections, alors
(uX.Negns o Negus' (X), Negus' (uX.Negns o Negus (X)) € R
4) Si (C,C") € R alors (C',C) € R.
L’ensemble Ry des candidats de réductibilité est Rog = p1R = p2R.

On peut remarquer que les ensembles C x D, =(C),... sont une sorte de gé-
néralisation des application Pair, Lambda,... que nous connaissons déja. Elles
permettent alors une définition plus simple de 'opérateur Neg. L’idée qui se trouve
dans les couples est d’avoir comme nous le connaissons un travail sur les couples
([A], [A1]), qui seront notés dans le cas présent ([A]%, [-A]).

A partir de la définition qui a été donnée ci-dessus, on peut prouver le lemme
suivant.

Lemme : Soit (C,C") € R, alors on est dans l'un des cas suivants.

1) C = Negy(C") et C" = Negy(C)

2) C = Negp,xp,(C’") et C" = Negp; . p,(C) ot (D;,D}) € R, i=1,2
8) C = Negp,+p,(C') et C" = Negp: «xp,(C) ou (Dy, D}) € R, i =1,2
4) C = Negns(C') et C' = Negus'(C) o0 S =pF, S =p2F et FCR
5) C = Negus(C') et C" = Negns/ (C) o0 S =p1 F, 8" =poF et FCR.

Lemme : Soient (C,C’) € R, etu e T Alors
Az.w € C & Mz e —(C)

Le lemme ci-dessus est ’équivalent du point (iv) des propriétés que nous avons
vues. Avec ceci, il est maintenant possible de faire la preuve des lemmes que nous
connaissons déja, ceci de la méme maniere que précédemment. Enoncons les lemmes.

Lemme : SiC € Rg alors Var CC C SN.

Lemme : Soient (C,C") eR, etu, v €T. Siue C etu— v, alorsu’ € C.

Lemme : Soient (C,C") € R, etu, v’ € T. Siu € C et € C', alorsuxu’ € SN.
A partir de maintenant, il faut introduire I'interprétation des formules.

Définition : Soit A l'ensemble des types atomiques et des types atomiques de
négation. Une valuation a est une application de A dans Ry telle que pour tout
type de variable X, (a(X),a(=X)) € R. Pour U € A et C € Ry, on note a[C/U]
la valuation o définie par o/ (U) = C et &' (V) = a(V) pour V # U.

On généralise une valuation a & Uinterprétation [A]® d’un m-type A définie de la
maniere sutvante :

[X]* := a(X) pour X un type de variable.

[[ﬁX]]O‘ := a(=X) pour X un type de variable.

[AA B]]a = uX.NegpajexB]= © Neg[[ﬂA]]aJr[[ﬂB]]“ (X).
[[AVB]] = Negpajo1(p=(["AA-B

[vXA]* = ﬂX Negns o Negus' (X)
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[3X A]* := Negos([VX-X]®).

ot S = {[A]elC/XCT2XI (€, C") e RY et 8" = {[~A]1C/XC/~X (€, ") € R}
On étend encore la définition aux types en définissant [L]* := SN

Voici le lemme que nous annoncions plus haut.
Lemme : Pour toute valuation o et m-type A, ([A]%, [-A4]%) € R.

Une propriété nous permettant de vérifier que la notion d’interprétation est bien
définie :

Lemme : Soient A et B des m-types, et a et o des valuations.

(1) Si a(X) = o/ (X) et a(=X) = o/(=X) pour tout type de variable X libre dans
A, alors [A]™ = [A]~ .

AB/X]] = [A] 151/ X 151/~

On peut enfin énoncer le dernier lemme et le théoréeme de forte normalisation
pour le calcul du second ordre, qui se prouvent de la méme maniere que nous avons
vue.

Lemme : Soient Ay, As, ..., A, des m-types, et C un type. Soient x; de type A;
(i=1,...,n), ett de type C et de variables libres les x;. Siu; € [A;]* (i=1,...,n),
alors

tur/z1, ... un/xs] € [C]®

Théoréme : Soient Ay, Az, ..., A, des m-types, et C un type. Soient x; de type
A; (i=1,...,n), et t de type C et de variables libres les x;. Alors t est fortement
normalisable.

A.2 Extension du Au-calcul au second ordre

Ici, le calcul étant différent, il nous faut tout d’abord I'introduire. Il s’agit ici
d’un Ap-calcul qui utilise des variables du premier ordre (notées t,u,...) et les va-
riables du second ordre, ou prédicats n-aires (notées X™ Y™ ...), et des variables
(notées a, 3, ...). une difficulté rencontrée ici est que la négation n’est pas un opé-
rateur involutif a priori, et qu’il va falloir travailler en conséquence.

Définition : L’ensemble des termes du premier ordre constiste en la constante
0, la fonction unaire S, et le symbole de fonction f de toute fonction récursive
primitive sur les entiers naturels. Une proposition du second ordre est construite
sur la grammaire :

Une formule est une proposition A ou sa négation A, ou 1. Les autres connecteurs
sont définis en utilisant la construction du second ordre; Par exemple, AN B est
défini comme VX°.(A— B — X) — X.

Définition : L’ensemble des axiomes consiste en les axiomes d’égalité, les axiomes
définissant les fonctions récursives primitives et la proposition sO0 = 0 — VX.X. Ces
aziomes peuvent étre formulé par des régles atomiques, comme celles données par la
construction des PA-termes. Les A\u-termes sont construits par les régles suivantes

o
axiom; : A o C
M :eA N : A M:A—B N:A
] app.
[MIN : L MN : B
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[o A [o :.OA] (o A]

M.:J_ M.:J_ M.;B

[ B —
poe. M : oA poe.M A Aa.M : A— B
M : VzA L M : VXA )
—app'. — app”.
Mt Al P T aryx)
M: A M: A
! - )2
Ax.M : VzA AX.M VXA

Ot dans les régles A et A2, x ou X n’est pas libre dans M.

Définition : Voici les régles de réductions associées. Soient 3, v et § des variables
nouvelles. Alors

N (Aa.M)N — M[N/a]

A) Az M)t — M[t/z)

(A2)(AX"™.M)T — M[T/X"]

(1) [M]pa.N — N[M/a] et sa régle symétrique ([ua. M|N — M[N/a])

(O (pa. M)N — pfB.M(uvy.[8](vN)/a] et sa régle symétrique

(C1)(pa. M)t — pB.M|py.[8](vt) /]

() (pa. M)T — pB.M|py.[B(3T)/a]

Nous noterons —1 l'union de ces réductions, et — la cloture réflexive et transitive
de —1. On note w(M) la longueur de la plus longue réduction si elle existe, sinon
w(M) n’est pas défini. Alors M est fortement normalisable si et seulement si w(M)
eziste.

A

A partir de maintenant commence la preuve du théoréme de forte normalisation,
en commencant par quelques notions.

Définition :
1. Un terme qui commence par p est appelé une p-forme.
2. Pour un ensemble S de termes de type C, on définit C1(S) comme étant le plus
petit ensemble qui satisfait :

(a) SUVarc C CI(S).

(b) si pour tout L tel que MN —1 L on a L € CI(S), alors MN € CI(S).

(c) Soit t une variable du premier ordre. Si pour tout L tel que Mt —1 L on a
L € CU(S), alors Mt € CI(S) .

(d) Soit T une variable du second ordre. Si pour tout L tel que MT —1 L on a
L € CI(S), alors MT € CI(S).
3. L’ensemble des termes fortement normalisables de type L est noté encore 1.
4. Pour un ensemble S de termes de type C #1 on note

oS :={pa.M|VN € S, M[N/a] € L}

ot « est une variable de type C et M est de type 1.
5. On définit opérateur D par D(x) = Cl(x U e @ x). Pour tout ordinal k,

=D(|J D7(0)

T<K

On remarque que lopérateur e est décroissant (c’est 'analogue de I'opérateur
Lambda de [Babe] et de Uopérateur — de [Pa]), et par suite que D est croissant.

Définition : Soit wy le plus petit ordinal non dénombrable. Soit S un ensemble de
termes de type A fortement normalisables. On suppose de plus que S mne contient
pas de u-formes et est clos pour la relation de réduction. Alors D**(S) est appelé
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candidat de réductibilité de A. Nous admettrons que par la monotonie de D, un
candidat de réductibilité est un point fixe de D. L’ensemble des candidats de A est
noté Ry, et R est la réunion de tous les R 4.

Lemme : Soit R un candidat de réductibilité, R = D“1(S). Alors :
1. Tous les termes dans R sont fortement normalisables.
22.R=Cl(SUeeR).

3. Pour M € #R et N € R, [M]N €.

Le point 3. du lemme ci-dessus correspond au lemme que nous connaissons,
affirmant que si M € [A] et N € [A1], alors M x N € SN . Pour le voir, il suffit
de prouver que si [M|N —; L, alors L est fortement normalisable. Cela se prouve
de la méme maniere que celle que nous connaissons : par induction sur la somme
w(M) +w(N).

Le lemme précédent suffisait dans les autres cas pour prouver le lemme de sub-

titution. Ici, le calcul étant plus riche, il faut définir d’autres candidats, et prouver
un lemme semblable pour ceux-ci.
Définition : Soient A € Ry et B € Rp. Soient (t;)icr et (T});jcs des familles
non vides du premier et second ordre respectivement. Soient de plus A; et A; des
candidats pour Aft;/x] (i € I) et A[T;/X] (j € J) respectivement. On définit alors
les candidats A — B, Nl A; et /\?EJAJ' par :

A — B:= D*'(L(A,B))

1
/\ Ai =D (I} Ay)

i€l

2
N\ Aj =D (I ; A))

jeJ
ot
L(A,B) := {\a*. M|VN € A, M[N/a"] € B}
M} Ai = { o M|Vi € I, M[t;/z] € A;}
I A = {AX.M|Vj € J, M[T;/X] € A;}
Lemme :

1. Soit Ac Ry et BeE Rg. SiM e A— BetNeA, alors MN € B.
2. Soient (t;)icr et (A;)icr comme ci-dessus. Si M € /\zlein alors Mt; € A;.
3. Soient (Tj)cs et (A;)jes comme ci-dessus. Si M € /\?eJAj alors MTj; € A;.
Preuve : 1. Posons A = D“!(S). Soit x le plus petit ordinal tel que M €
D*(L(A,B)) et 7 le plus petit ordinal tel que N € D7(S). Par induction sur
(k+ 7,w(M) + w(N)) nous prouvons que si MN —1 L, alors L € B, ce qui suffit &
la preuve (voir la définition de C1).

-SiL=MN' avec M —1 M' et N =N'"ou N —y N' et M = M’, le résultat
est immédiat par induction sur w(M) + w(N)).

-Si M = Aa.M;y et L = Mi[N/a], comme M € L(A,B), nous avons le résultat
par définition.

- Si M = pa.M;y et L est obtenu par une des réductions ({), alors L est de
la forme pfB.Mq[py.[B](YN)/a]. Soient J € oB et K € D"1(L(A,B)) avec k1 < K.
Nous supposons que k; est le plus petit ordinal tel que D! (L(A,B)) contienne K.
Par hypotheése d’induction on a KN € B. Il suit que [J](KN) €L. K et k; étant
arbitraires,

py-[JI(YN) € @ Uy, <o D™ (L(A, B))
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Comme M est une p-forme, M € e e U, ., D" (L(A,B)). Et par par suite on a
Mi[py.[J)(vN)/a] €L, et comme J € o83, nous obtenons que L € o o 3. Comme
e e 3 C B, la conclusion suit.

- Si N = pa.N;y et L est obtenu par une des réductions (¢), alors on opére de
maniere analogue au cas précédent pour conclure.

2. et 3. se prouvent maniere analogue. O

Il ne nous reste plus qu’a introduire les interprétations avant de donner le lemme
de substitution qui permettra de conclure.

Définition : Notons T l’ensemble des termes du premier ordre, F" celui des
fonctions de T™ dans R. Soit [—] une application qui associe & variable du premier
ordre (resp. une variable d’ordre n) un élément de T (resp. de F™). On étend cette
fonction a tous les types en posant [ L] =L et par induction sur la construction :

[o4] = o[4]

[[A—> B]] = [[A]] — [[B]]

VzA] = N [Alp/a)

teT
2
VX" Al = N [Aly/xm

fern
ot [~](aye) est défini par [b]a/e) = a et pour ¢ # b, [c]ias = [c].
Lemme : Soit M un terme de type A, et de variables libres du premier ordre
(i) 1<i<m et du second ordre (X;)1<j<n, et de variables (e*)1<p<p. Soit [<] une
application comme ci-dessus. Pour tout 1 < j < n, puis t1,...t, (o r est Uarité
de X;), [Xj]t1...tr € Rp,j1/q)- Prenons enfin Ny € [Ax] pour 1 < k < p. Soit M
défini a partir de M par la substitution des x; par les [x;]], des X; par les B; puis
des ay, par les Ni. Alors M € [A].

En conséquence de ce lemme et grace au premier de cette section, on a alors le

Théoréme : Tous les termes sont fortement normalisables.

A.3 Conclusion

Si la mise en place de la preuve peut varier dans chaque cas, il reste une idée
générale. Chaque preuve utilise de maniére importante la notion de point fixe pour
définir les candidats de réductibilité. Ces candidats permettent alors par un argu-
ment de substitution d’obtenir le résultat souhaité, a savoir la forte normalisation
de chaque calcul du second ordre introduit ici.
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