Longueur de réduction gauche

En lambda calcul pur usuel, on ne peut augmenter la longueur de la réduction
gauche. En effet, introduisons une nouvelle réduction :
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Lemme 1 Pour tout v, v — v (la réduction est réflexive)
Preuve : évident O
Lemme 2 Pour tout t, sit —p t' alors t — t’

Preuve : évident o

Donc la f-réduction usuelle est un cas particulier de notre réduction.
Lemme 3 Pour tous termes u, v, v et variable x,
siu—» v alors ulx :=v] —» [z =]

Preuve : Par induction sur la construction de v — /.
Siu= (A\y.a)f et u' = afy := ] alors

ulz :=v] = (My.a)f)[x :=v] = (Ay.afz:=0])8x =]
- (afz :=v])[y = Bz =]
= (ofy = B[z =]
= [z =)
Les autres cas sont évidents ou se font simplement par induction. O

Lemme 4 Pour tous termes u, v, v’ et variable x,
st v — v alors u[z = v] — ufr = ']

Preuve : Par induction sur la complexité de u en utilisant la réflexivité de la
réduction. O

Définition 1 Soit t un terme. On note lg(t) la longueur de sa réduction gauche
(pour la B-réduction standard)

Lemme 5 Soit x une variable et soient vy, ..., v, des termes. Alors

lg((z)vy .. vp) = Z lg(vi)

Preuve : évident O
Nous voila arrivés a ’énoncé principal :
Proposition 1 Soit t un terme dont la réduction gauche termine. Soit t' un terme.

Sit —t' alors lg(t') <lg(t)



Cette proposition a pour corollaire le résultat qui nous intéresse :

Corollaire 1 Soit t un terme dont la réduction gauche termine. Soit t' un terme.
Sit —gt' alorslg(t') <lg(t)

Autrement dit, on ne peut pas augmenter la réduction gauche.

Preuve : Sit —p t/, alorst — ¢’ par un lemme précédent et donc par la proposition
lg(t') < lg(t). O

Preuve de la proposition : Elle se fait par induction sur le couple
(1g(t),construction de ¢t — t')

Regardons la derniere regle permettant d’obtenir ¢ — ¢'.

— Si il s’agit de t = (\z.u) il s’agit de la réduction gauche, donc

lg(t') = 1g(t) — 1 <lg(t)
- Siil s’agit de o alorst =t =z et lg(t) =1g(t') =0

-t =ulx =]

!/

U —» U
— Siil g’agit de Alors I'induction termine (lg(u) = lg(Az.u)

t= v —»t = v
et le deuxieme élément du couple décroit)
o \ T s B e -
— Siil s’agit de la regle d’application —— la prémisse de gauche pro-
(ur)vr — (uy)vy

vient d'une regle. S’il s’agit de la regle d’application, nous regardons la prémisse
de gauche de cette regle et ainsi de suite. Comme ’arbre est fini, il existe un noeud
pour lequel la regle utilisée a la prémisse de gauche n’est pas cette regle d’appli-

cation, et donc pour lequel il y a trois cas possibles. Nous noterons v1,...,v, et
v],...,v), les termes des prémisses de droite. Alors
o u—u' .
1. Siil s’agit de alors par un lemme précédent

t=Xo.u—t' = v
ulz = v, = Uz = vy
En utilisant la regle d’application on obtient
ulr = vp)op_1 ..o > U T =0 )ul, v

Or
lg(u[z = vplup_1...v1) < lg((Az.w)vpvp_1...v1) = lg(t)

Donc par indution
lg(u[z = vpvl,_q .. v]) <lg(uz :=vy]op_1...v1) =lg(t) — 1

Comme u'[z := v},] - u/[x := v,] par un lemme précédent, par induction
(puisque la longueur de réduction gauche est strictement plus petite que
celle de t) on obtient

lg(u'[z ==, .. v)) <lg( [z = vp]vl, ;... 0))

Or lg(uw'[x == vl Jul,_y...v)) =1g(t') — 1, d’ou le résultat.



2. Si il s’agit de o alors lg(t) = lg((x)vy, ...v1) = i, lg(v;) par un
lemme précédent. Alors pour tout i lg(v;) < lg(t) et comme v; — v} dont
la construction est plus courte que celle de t — ¢’ on a lg(v)) < lg(v;) Ainsi

lg(t') <lg(t)

3. Siil s’agit de ()

,_ alors
— ulx = 0]

Az.w)vy, ... v1 =g (ulz = v])v, ... 01

avec la réduction gauche donc lg(((u[z := v])v, ... v1) < lg(t) et comme en
appliquant la regle d’application on a

(uz :=v))vy ... v1 = (u[z =)V, .. 0]
L’induction nous donne
lg(t') = lg((u[z := v])v), ... v} <lg((u[z :=v])v, ... v1) < lg(t)

La preuve est terminée. O



